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Résumé

Cet article présente DEVIATION, une contrainte glo-
bale afin d’obtenir des solutions équilibrées. La norme Lp

du vecteur des variables diminuées de leur moyenne est
une mesure de violation de l’équilibre parfait. SPREAD

contraint la somme du carré des écarts à la moyenne,
c’est-à-dire la norme L2. Cet article considère la norme
L1. Aucun de ces deux critères n’est plus général que
l’autre. Néanmoins, la conception des propagateurs pour
L1 est plus simple. De plus la complexité temporelle de
ceux-ci est linéaire par rapport au nombre de variables
alors qu’elle est quadratique pour les propagateurs de
SPREAD.

1 Introduction

Nous utilisons le problème d’équilibrage des horaires
académiques [1] (BACP 1) pour illustrer l’utilité de
DEVIATION. L’objectif est d’assigner une période à
chaque cours tout en respectant les pré-requis entre les
cours et en équilibrant autant que possible les charges
de travail entre les périodes. Le BACP est donc un pro-
blème d’optimisation avec pour objectif de maximiser
l’équilibre.

Dans le BACP, la charge moyenne m des périodes
est connues puisque le nombre de crédits de chaque
cours est fixé. Il n’existe généralement pas de solution
parfaitement équilibrée c’est-à-dire ayant pour chaque
période une charge de m. Néanmoins, il est possible de
définir une mesure de violation de l’équilibre parfait.
Pour un ensemble de variables X = {X1, X2, ..., Xn}
et une moyenne fixée m, une mesure de violation de
l’équilibre parfait peut-être définie comme la norme Lp

du vecteur [X −m] avec X = [X1, X2, ..., Xn], m =
[m,m, ..., m] tel que

∑n
i=1 Xi = n.m. La norme Lp de
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[X − m] est définie comme (
∑n

i=1 |Xi −m|p)
1
p avec

p ≥ 0.
Suivant l’idée proposée par Régin et al. [6] pour re-

lâcher les contraintes globales, nous définissons une
violation de l’équilibre parfait comme une variable de
coût Lp dans la contrainte globale d’équilibre : soft-
balance(X ,m, Lp) est satisfaite si et seulement si la
norme Lp du vecteur ([X − m]) est égale à Lp et∑n

i=1 Xi = n.m.
Une interprétation de la mesure de violation de

l’équilibre pour quelques normes spécifiques est don-
née ci-dessous :

• L0 : |{X ∈ X |X 6= m}| est le nombre de valeurs
différentes de la moyenne m.

• L1 :
∑

X∈X |X −m| est la somme des écarts à la
moyenne.

• L2 :
∑

X∈X (X−m)2 est la somme des écarts qua-
dratiques à la moyenne.

• L∞ : maxX∈X |X −m| est le plus grand écart à
la moyenne.

Notons qu’aucun des critères énoncés ci-dessus n’est
plus général qu’un autre. Par exemple, une minimisa-
tion de L1 n’implique pas nécessairement une minimi-
sation du critère L2. Cela est illustré sur l’exemple sui-
vant. Supposons qu’un problème sous contraintes ad-
mette quatre solutions données dans le Tableau 1. La
solution la plus équilibrée dépend de la norme consi-
dérée. En effet, chaque solution présente une moyenne
de 100 mais est optimale selon une norme différente.

La norme L∞ a déjà été utilisée dans deux
travaux [2, 4] pour résoudre le BACP. SPREAD
est une contrainte globale pour la norme L2 [5,
7]. Une contrainte pour L0 peut être aisément
implémentée à l’aide d’une d’une contrainte AT-
LEAST(i, [X1, ..., Xn],m) pour |{X ∈ X |X 6= m}| ≤ i
et une contrainte SUM([X1, ..., Xn], n.m) pour imposer



solution L0 L1 L2 L∞
1 100 100 100 100 30 170 2 140 9800 70
2 60 80 100 100 120 140 4 120 4000 40
3 70 70 90 110 130 130 6 140 3800 30
4 71 71 71 129 129 129 6 174 5046 29

Tab. 1 – Illustration montrant qu’aucun critère défini
par les normes L0, L1, L2 or L∞ n’est plus général
qu’un autre. La plus petite norme est indiquée en gras.
Par exemple, la solution 2 est la plus équilibrée selon
le critère L1.

une moyenne m. Cet article propose une contrainte
globale et ses propagateurs pour la norme L1. Cette
contrainte est formulée dans la définition suivante :

Définition 1. Étant donné un ensemble de variables
à domaines finis X = {X1, X2, ..., Xn}, une valeur
moyenne m et une variable intervalle D, la contrainte
DEVIATION(X ,m, D) spécifie que la moyenne des
valeurs prises par les variables de X est égale à m
et que la somme des écarts à m est égale à D. Plus
exactement, DEVIATION(X ,m, D) est satisfaite si et
seulement si

n.m =
n∑

i=1

Xi et D =
n∑

i=1

|Xi −m|.

Pour que la contrainte soit consistante, n.m doit être
entier. Par conséquent n.D est également entier.

Plan de l’article :

La Section 2 introduit des notions relatives à la pro-
grammation par contraintes telles que la propagation,
la consistance de domaine et la consistance aux bornes.
Nous y définissons également quelques notations utiles
pour la suite. La Section 3 donne les motivations pour
la contrainte globale DEVIATION en termes de propa-
gation. La section 4 explique les propagateurs rédui-
sant le domaine de la variable D. Ces propagateurs
utilisent la minimisation et maximisation de la somme
des écarts à la moyenne. La minimisation peut être ré-
solue en temps linéaire. La maximisation est une pro-
blème NP-complet mais une borne supérieure peut
être calculée en temps linéaire. La Section 5 décrit un
algorithme de filtrage depuis m et D vers les variables
de X . L’idée est similaire à un algorithme de consis-
tance aux bornes pour la contrainte SUM mais incluant
la contrainte de la somme des écarts à la moyenne. La
Section 6 montre que nos propagateurs n’atteignent
pas toujours la consistance aux bornes en particulier
lorsque la moyenne n’est pas entière. La Section 7
donne une relaxation de SPREAD à l’aide de DEVIATION.

Pour terminer, la Section 8 évalue les performances
des propagateurs présentés en termes de filtrage sur
des instances aléatoires.

2 Notions préliminaires et notations

Quelques notions de programmation par contraintes
(inspirées de la Section 2 de [9]) sont introduites. En-
suite, quelques notations utiles pour le reste de l’article
sont définies.

Soit X une variable à domaine fini entier. Son do-
maine est un ensemble ordonné d’entiers pouvant être
assigné à X et dénoté Dom(X). La valeur minimum
(resp. maximum) de son domaine est dénotée Xmin =
min(Dom(X)) (resp. Xmax = max(Dom(X)). Soit
X = {X1, X2, ..., Xk} une séquence de variables.
Une contrainte C sur X est définie comme un sous-
ensemble du produit cartésien des domaines des va-
riables dans X : C ⊆ Dom(X1) × Dom(X2) × ... ×
Dom(Xk). Un nuplet (v1, ..., vk) ∈ C est appelé une
solution de C. Une valeur v ∈ Dom(Xi) pour i ∈
1, ..., k est inconsistante par rapport à C si elle n’ap-
partient à aucun nuplet de C, sinon elle est consistante.
La contrainte C est inconsistante si elle ne contient au-
cune solution. Sinon, C est dite consistante.

Le processus de recherche de solution(s) en pro-
grammation par contraintes alterne la propagation
des contraintes et la recherche. La recherche consiste
en l’énumération de toutes les combinaisons possibles
variables-valeurs jusqu’à ce qu’une solution soit trou-
vée où qu’il soit prouvé qu’il n’en existe pas. Nous di-
sons que ce processus construit un arbre de recherche.
Afin de réduire le nombre exponentiel de combinai-
sons, la propagation des contraintes est appliquées
à chaque noeud de l’arbre de recherche : Pour une
contrainte C et des domaines pour les variables impli-
quées dans C, un propagateur pour C retire des do-
maines des valeurs n’appartenant à aucune solution de
C. Cela est répété pour chaque contrainte jusqu’à ce
qu’aucune valeur ne puisse être retirée par les propa-
gateurs. La suppression de valeurs inconsistantes dans
les domaines est aussi appelé filtrage.

Pour que la recherche soit efficace, les algorithmes
de filtrage doivent être rapides car ils sont exécutés
de nombreuses fois durant le processus de recherche.
Ils doivent également retirer le plus possible de va-
leurs inconsistantes. Si un algorithme de filtrage pour
une contrainte C retire toute les valeurs inconsistantes
des domaines par rapport à C, nous disons que l’al-
gorithme atteint la consistance de domaines pour C.
Pour certaines contraintes telles que AllDiff, il est
possible d’atteindre la consistance de domaines en
temps polynomial mais pour d’autres telles que SUM,
cela serait bien trop coûteux. Dans de tels cas, il de-



vient avantageux d’utiliser une notion de consistance
plus faible par exemple la consistance aux bornes. Une
contrainte C est bornes-conistante si les bornes des
domaines de chaque variable impliquée dans C appar-
tiennent à au moins à une solution de C. L’idée est de
borner le domaine de chaque variable par un intervalle
en s’assurant que les points extrêmes des intervalles
satisfasse la propriété de consistance de domaines. Si
ce n’est pas le cas, les bornes supérieures et inférieures
des intervalles peuvent êtres ajustées jusqu’à ce que la
consistance de bornes soit obtenue.

La Proposition 1 affirme que réaliser la consistance
de domaines pour DEVIATION est aussi difficile que
pour les contraintes arithmétiques en général.

Proposition 1. Atteindre la consistance de domaine
pour DEVIATION est NP-Complet.

Démonstration. La contrainte SUM(X1...Xn, S) est sa-
tisfaite si et seulement si

∑n
i=1 Xi = S. Il est bien

connu que réaliser la consistance de domaines pour
SUM est un problèmeNP-Complet (Le problème subset
sum [3] peut aisément être réduit vers le problème de
réalisation de la consistance de domaines pour SUM).
Dans le cas particulier où Dom(D) = [0,+∞] et
m = S/n, réaliser la consistance de domaine pour SUM
se réduit à réaliser la consistance de domaines pour
DEVIATION(X ,m, D).

Dans la suite, les domaines des variables sont
considérés comme pleins et décrits par l’intervalle
Dom(X) = [Xmin..Xmax].

La Définition 2 introduit quelques notations utiles
qui peuvent être aisément comprises à l’aide de la Fi-
gure 1. Un exemple numérique est également donné à
l’Exemple 1.

Définition 2. Pour une variables X et une valeur
donnée m, les bornes supérieures sur l’écart à droite
et à gauche de la moyenne sont respectivement

• rd(X, m) = max(0, Xmax −m) et

• ld(X, m) = max(0,m−Xmin).

Les sommes de ces valeurs sur l’ensemble X sont res-
pectivement

• RD(X ,m) =
∑

X∈X rd(X, m) et

• LD(X ,m) =
∑

X∈X ld(X, m).

Suivant la même idée, les bornes inférieures sur les
écarts à la moyenne sont :

• rd(X, m) = max(0, Xmin −m).

• ld(X, m) = max(0,m−Xmax).

• RD(X ,m) =
∑

X∈X rd(X, m).

• LD(X ,m) =
∑

X∈X ld(X, m).

Pour une variable Xi ∈ X nous définissons :

rd rd=rd=0ld=rd=0

X min

X min

X min

X max

X max

X max

rd

ld
ld

rd

ld
ld=ld=0

m

Fig. 1 – Illustration des définitions introduites à la
Définition 2 pour trois variables.

• LDi(X ,m) = LD(X ,m)− ld(Xi,m) et

• RDi(X ,m) = RD(X ,m)− rd(Xi,m).

Afin d’alléger les notations, l’argument (X ,m) sera
parfois omis. Par exemple LD(X ,m) s’écrit simple-
ment LD.

Exemple 1. Soit quatre variables X =
{X1, X2, X3, X4} ayant pour domaines Dom(X1) =
[8, 10], Dom(X2) = [4, 7], Dom(X3) = [1, 5] et
Dom(X4) = [3, 4]. Le tableau suivant donne les
quantités introduites à la Définition 2.

i Xmin
i Xmax

i rd(Xi, 5) ld(Xi, 5) rd(Xi, 5) ld(Xi, 5)
1 8 10 5 0 3 0
2 4 7 2 1 0 0
3 1 5 0 4 0 0
4 3 4 0 2 0 1∑

i 7 7 3 1

i RDi(X , 5) LDi(X , 5) RDi(X , 5) LDi(X , 5)
1 2 7 0 1
2 5 6 3 1
3 7 3 3 1
4 7 5 3 0

Le filtrage pour DEVIATION est basé sur le théorème
suivant stipulant que les sommes des écarts au dessus
et en dessous de la moyenne doivent être égales.

Lemme 1. Soit X = {X1, ..., Xn}. L’égalité n.m =∑
X∈X X est satisfaite si et seulement si

∑
X>m(X −

m) =
∑

X<m(m−X).

Démonstration. n.m =
∑

X∈X X peut se reformuler
comme 0 =

∑
X∈X X − n.m =

∑
X>m(X − m) +∑

X<m(X−m)+
∑

X=m(X−m) =
∑

X>m(X−m)−∑
X<m(m−X).



Propriété 1. Soit X = {X1, ..., Xn}. Une affectation
sur X satisfait :

•
∑

X>m(X −m) ∈ [RD(X ,m), RD(X ,m)] et

•
∑

X<m(m−X) ∈ [LD(X ,m), LD(X ,m)].

Théorème 1. DEVIATION(X ,m, D) est consistante
seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. RD ≤ Dmax

2

2. LD ≤ Dmax

2

3. RD ≥ Dmin

2

4. LD ≥ Dmin

2

5.
[
LD,LD

]
∩

[
RD,RD

]
6= φ

Démonstration.
1. Si RD(X ,m) > Dmax

2 alors
∑

X>m(X −m) > Dmax

2
(Propriété 1). Donc

∑n
i=1 |Xi − m| > Dmax (par le

Lemme 1).
2., 3. et 4. sont similaires à 1.
5. est une conséquence des Lemme 1 et Propriété 1.

3 Implémentation Näıve

Cette section explique pourquoi une implémentation
näıve de DEVIATION par décomposition en plusieurs
contraintes élémentaires n’est pas optimale en termes
de filtrage.

Comme il est dit dans la Définition 1, DEVIA-
TION(X ,m, D) est satisfaite si et seulement si n.m =∑n

i=1 Xi et D =
∑n

i=1 |Xi −m|. Cela suggère une im-
plémentation de la contrainte par décomposition en
deux contraintes SUM. La Figure 2 montre que le fil-
trage obtenu avec la décomposition n’est pas optimal.

Soit deux variables X1, X2 avec des domaines non
bornés et la contrainte

DEVIATION({X1, X2},m, D ∈ [0, Dmax]).

Le carré hachuré de lignes diagonales (voire Figure 2)
délimite l’ensemble des points tels que |X1 − m| +
|X2 − m| ≤ Dmax. La ligne diagonale est l’ensemble
des points tels que X1 + X2 = 2.m. Les domaines non
bornés pour X1 et X2 sont bornes-consistants pour
la contrainte moyenne. Le rectangle hachuré verticale-
ment définit le domaine de X1 après un filtrage consis-
tant aux bornes pour |X1 − m| + |X2 − m| ≤ Dmax.
L’ensemble des solutions de DEVIATION est défini par le
segment diagonal en gras obtenu par intersection de la
surface carrée et de la ligne diagonale. La figure montre
que les domaines peuvent être davantage réduits. En
effet, le filtrage bornes-consistant sur le segment diago-
nal en gras donne un domaine pour X1 représenté par

m , m

Dom X2

Dom X1

X1X2=2m

∣X1−m∣∣X 2−m∣Dmax

Dmax

Fig. 2 – Filtrage de X1 avec la décomposition et avec
DEVIATION.

le rectangle hachuré de lignes diagonales. En conclu-
sion, un filtrage borne-consistant pour la décomposi-
tion donne Dom(X1) = Dom(X2) = [m−Dmax,m +
Dmax] alors qu’un filtrage consistant aux bornes pour
DEVIATION({X1, X2},m, D ∈ [0, Dmax]) donne des do-
maines deux fois plus petits Dom(X1) = Dom(X2) =
[m− Dmax

2 ,m + Dmax

2 ].

4 Filtrage de D

Le filtrage bornes-consistant de D nécessite de ré-
soudre deux problèmes d’optimisation : la minimisa-
tion et la maximisation de la somme des écarts à la
moyenne donnée m. La Définition 3 définit une relaxa-
tion de ces problèmes en permettant une assignation
sur les rationnels.

Définition 3. D et D dénotent les valeurs optimales
des problèmes :

D = min
n∑

i=1

|Xi −m| et D = max
n∑

i=1

|Xi −m|

tels que :
n∑

i=1

Xi = n.m

Xmin
i ≤ Xi ≤ Xmax

i , 1 ≤ i ≤ n

Xi ∈ Q, 1 ≤ i ≤ n.

Les valeurs D et D peuvent être utilisées pour filtrer
le domaine de D :

Dom(D)←− Dom(D) ∩ [D,D].



Le restant de la section explique comment D peut
être calculé en temps linéaire par rapport au nombre
de variables n = |X |. Malheureusement, trouver D
est un problème NP-complet et le mieux que nous
puissions faire est de créer une bonne borne supérieure
comme expliqué en fin de section.

La Définition 4 caractérise une solution optimale au
problème de trouver D.

Définition 4 (affectation centrée vers le haut et vers le
bas). Soit X = {X1, ..., Xn}. Soit A : Xi → Dom(Xi)
une affectation de X ∈ X . La quantité s(A) dénote la
somme des valeurs affectées : s(A) =

∑
Xi∈X A(Xi).

Une affectation A est dit centrée vers le haut
quand :

A(Xi)
{

= Xmin
i si Xmin

i ≥ s(A)/n
≤ s(A)/n sinon

En d’autres termes, chaque variable dont la plus petite
valeur de son domaine est supérieure à la moyenne
des valeurs affectées prend la valeur minimum de son
domaine et les autres variables prennent des valeurs
inférieures à la moyenne des valeurs affectées.

Un affectation A est dit centrée vers le bas
quand :

A(Xi)
{

= Xmax
i si Xmax

i ≤ s(A)/n
≥ s(A)/n sinon

En d’autres termes, chaque variable dont la plus
grande valeur de son domaine est inférieure à la
moyenne des valeurs affectées prend la valeur maxi-
mum de son domaine et les autres variables prennent
des valeurs supérieures à la moyenne des valeurs af-
fectées.

Exemple 2. Considérant les variables et domaines de
l’Exemple 1, l’affectation suivante est centrée vers le
haut avec une moyenne de 17/4 :

A(X1) = 8, A(X2) = 4, A(X3) = 2, A(X4) = 3.

Théorème 2. Une affectation est une solution opti-
male au problème de trouver D si et seulement si elle
est centrée ver le haut ou vers le bas avec une moyenne
m.

Démonstration. (si) Étant donné un affectation A
de moyenne m i.e. s(A) = n.m. La seule manière
de diminuer la somme des écarts tout en conservant
une moyenne de m est de trouver une paire de
variables (Xi, Xj) telle que A(Xi) > m, A(Xi) >
Xmin

i , A(Xj) < m, A(Xj) < Xmax
j et de les rap-

procher toutes les deux de m en diminuant A(Xi)
et augmentant A(Xj) d’une même quantité. Par
définition d’une affectation centrée vers le haut et

vers le bas, il est impossible de trouver une telle
paire de variables Xi, Xj . Par conséquent, les af-
fectations centrées vers le haut ou vers le bas sont
des solutions optimales. (seulement si) Supposons
une affectation A qui n’est ni centrée vers le haut,
ni centrée vers le bas telle que s(A) = n.m. Il est
alors possible de trouver au moins deux variables
Xi, Xj ∈ X . La première telle que A(Xi) > m et
A(Xi) > Xmin

i (violation de centrée vers le haut) et
la seconde telle que A(Xj) < m et A(Xj) < Xmax

j

(violation de centrée vers le bas). Nous définissons δ =
min

(
A(Xi)−max(Xmin

i ,m),min(Xmax
j ,m)−A(Xj)

)
.

L’affectation A(X) n’est pas optimale puisque la
somme des écarts à m peut-être diminuée de 2δ en mo-
difiant l’affectation sur Xi et Xj : A′(Xi) = A(Xi)− δ
et A′(Xj) = A(Xj) + δ.

Théorème 3. Si DEVIATION est consistante alors

D = 2.max(LD (X ,m), RD(X ,m)) .

Démonstration. Supposons LD ≥ RD. Il est alors
possible de construire un affectation A centrée vers
le bas de moyenne m qui est optimal (par le Théorème
2). Pour cette affectation

∑
A(X)<m(m − A(X)) =

LD (par la Définition 2 de LD). Étant donné que∑
X>m(X −m) =

∑
X<m(m−X) (par le Lemme 1),

la somme des écarts de cette affectation centrée vers
le bas est

∑
X∈X |A(X)−m| = 2.LD.

Le cas LD ≤ RD est similaire. L’affectation est cen-
trée vers le haut plutôt que vers le bas.

Exemple 3. Les variables et domaines sont identiques
à ceux de l’Exemple 1. La moyenne considérée est m =
5. En utilisant les valeurs calculées LD(X , 5) = 1 et
RD(X , 5) = 3 dans l’Exemple 1, il peut être déduit
que D = 2.max(1, 3) = 6. Par conséquent, le filtrage
sur D pour DEVIATION(X = {X1, X2, X3, X4},m =
5, D ∈ [0, 7]) conduit à Dom(D) = [6, 7].

Théorème 4. Calculer D est un problème NP-
complet.

Démonstration. Ce problème est aussi difficile que
dans le cas particulier où m = 0 :

D = max
n∑

i=1

|Xi|

tel que :
n∑

i=1

Xi = 0

Xmin
i ≤ Xi ≤ Xmax

i , 1 ≤ i ≤ n

Xi ∈ Q, 1 ≤ i ≤ n.



Il est possible de réduire le problème subset sum [3]
vers le problème de trouver D. Étant donné un en-
semble de n valeurs positives {b1, ..., bn−1, T}, le pro-
blème subset sum est de trouver s’il existe un ensemble
de valeurs binaires {y1, ..., yn−1}, yi ∈ {0, 1}, 1 ≤ i < n

telles que
∑n−1

i=1 yi.bi = T . La réduction est la sui-
vante :
• Xmin

i = − bi

2 et Xmax
i = bi

2 pour 1 ≤ i < n.

• Xn =
Pn−1

i=1 bi

2 − T .
• Il y a une solution au problème subset sum si et

seulement si D ≥
Pn−1

i=1 bi

2 +
∣∣∣Pn−1

i=1 bi

2 − T
∣∣∣. Cette

contrainte sur la valeur optimale garantit que la
solution optimale est telle que Xi ∈ {− bi

2 , bi

2 }. La
solution au problème subset sum est alors donnée
par yi = 1 si Xi = bi

2 et yi = 0 si Xi = −bi

2 .

A moins que P = NP, le problème de calculer D
est exponentiel (Théorème 4). Comme expliqué à la
Section 2, un algorithme de filtrage doit être aussi ra-
pide que possible pour être utile. En effet celui-ci est
exécuté de nombreuses fois durant le processus de re-
cherche. C’est pour cette raison que nous préférerons
trouver rapidement une borne supérieure D

↑
pour D

plutôt que sa valeur exacte. Une borne supérieure pou-
vant être calculée en temps linéaire est

D
↑

=
n∑

i=1

max
(
|Xmax

i −m|, |Xmin
i −m|

)
.

Le filtrage de Dom(D) devient :

Dom(D)←− Dom(D) ∩ [D,D
↑
]

5 Filtrage de X

Deux propagateurs peuvent être considérés pour fil-
trer le domaine de X :

1. depuis Dmin et m vers X et
2. depuis Dmax et m vers X .
Atteindre la consistance aux bornes pour le pre-

mier propagateur est NP-complet. En effet, vérifier
la consistance d’une valeur nécessite de maximiser la
somme des écarts ce qui est un problème NP-complet
(Théorème 4). La décomposition de DEVIATION présen-
tée dans la Section 3 peut néanmoins être utilisée pour
réaliser la consistance de bornes pour la contrainte∑

X∈X |X − m| ≥ Dmin. Remarquons que ce filtrage
est inutile si nous cherchons une solution équilibrée sur
X . Le restant de cette section se concentre donc sur
un algorithme pour le second propagateur.

Le filtrage est basé sur le calcul des valeurs Xi et
Xi introduites dans la Définition 5.

Définition 5. Xi et Xi sont les valeurs optimales des
problèmes suivant :

Xi = max(Xi) et Xi = min(Xi)

tels que :
n∑

j=1

Xj = n.m (1)

n∑
j=1

|Xj −m| ≤ Dmax (2)

Xmin
j ≤ Xj ≤ Xmax

j , 1 ≤ j ≤ n, j 6= i

Xj ∈ Q, 1 ≤ j ≤ n.

La règle de filtrage du domaine de Xi s’écrit simple-
ment :

Dom(Xi)←− Dom(Xi) ∩ [Xi, Xi] (3)

Théorème 5. Pour une variable Xi, si la contrainte
est consistante, les égalités suivantes sont satisfaites :

Xi = min
(

Dmax

2
, LDi(X ,m)

)
−RDi(X ,m) + m.

Xi = −min
(

Dmax

2
, RDi(X ,m)

)
+ LDi(X ,m) + m.

Démonstration. Seul Xi est étudié car la preuve pour
Xi est symétrique par rapport à m. Deux cas sont
possibles :

• LDi ≤ Dmax

2 : Par le Lemme 1 les sommes des
écarts au dessus et en dessous de la moyenne
doivent être égales. Donc la solution optimale est
telle que Xi−m+RDi = LDi. La contrainte (2)
n’est pas serrée2 dans ce cas.

• LDi > Dmax

2 : Par le Lemme 1, la contrainte
(1) signifie que la somme des écarts au dessus et
en dessous de la moyenne doivent être égales. La
conjonction des contraintes (1) et (2) signifie que
les sommes des écarts au dessus et en dessous de
la moyenne sont égales et valent au plus Dmax/2.
Par conséquent la solution optimale est telle que
Xi−m+RDi = Dmax

2 . La contrainte (2) est serrée
dans ce cas.

Si les deux cas sont considérés ensemble, l’égalité sui-
vante est satisfaite pour une solution optimale Xi −
m + RDi = min(Dmax

2 , LDi).

La procédure de filtrage sur X applique la règle (3)
une fois sur chaque Xi ∈ X . Cela se fait en temps
linéaire par rapport au nombre de variables.

2Une contrainte d’inégalité est dite non serrée si elle est véri-
fiée à l’aide du signe d’inégalité stricte et serrée si elle est vérifiée
à l’aide du signe d’égalité



Exemple 4. Les variables et domaines sont les
mêmes que dans l’Exemple 1. La contrainte étudiée est
DEVIATION(X = {X1, X2, X3, X4},m = 5, D ∈ [0, 7]).
Les valeurs Xi et Xi sont : X1 = min(3.5, 7) − 0 +
5 = 8.5, X2 = min(3.5, 6) − 3 + 5 = 5.5, X3 =
min(3.5, 3)−3+5 = 5, X4 = min(3.5, 5)−3+5 = 5.5,
X1 = −min(3.5, 2) + 1 + 5 = 4, X2 = −min(3.5, 5) +
1 + 5 = 2.5, X3 = −min(3.5, 7) + 1 + 5 = 2.5 et X4 =
−min(3.5, 7) + 0 + 5 = 1.5. La règle (3) donne les do-
maines filtrés : Dom(X1) = [8, 8], Dom(X2) = [4, 5],
Dom(X3) = [3, 5] et Dom(X4) = [3, 4].

6 La consistance de bornes pour DEVIA-

TION

Le filtrages pour toutes les variables s’effectue en
O(n) comme suit :

1. Filtrage depuis Dmax et m vers X :
∀X ∈ X , Dom(X)←− Dom(X) ∩ [X,X].

2. Filtrage depuis X et m vers D :
Dom(D)←− Dom(D) ∩ [D,D

↑
].

Même s’il était possible de calculer D efficacement,
la consistance de bornes ne serait pas nécessairement
obtenue. La raison étant que que les valeurs X, X (Dé-
finition 5) et D (Définition 3) sont calculées en faisant
l’hypothèse que les domaines des variables sont des in-
tervalles rationnels (Q) plutôt qu’entiers (Z). Comme
le montre l’exemple suivant, cela a pour effet de ne pas
filtrer certaines valeurs inconsistantes.

Exemple 5. Considérons une ensemble de 10 va-
riables X avec pour domaine [0, 1] et une contrainte
moyenne m = 0.5. Le Théorème 3 donne la valeur
D = 0 puisque chaque domaine chevauche m. En réa-
lité, la seule façon possible d’obtenir une affectation
qui respecte la contrainte moyenne est d’assigner cinq
variables à 0 et cinq variables à 1. Pour une telle af-
fectation, la somme des écarts à la moyenne mini-
mum vaut 5 et non 0. En conséquence, la contrainte
DEVIATION(X ,m = 0.5, D ∈ [0, 3]) est inconsistante.
Cette inconsistance n’est pas détectée par notre propa-
gateur.

L’Exemple 5 montre que toutes les inconsistances
ne sont pas détectées par notre propagateur. Cela se
produit lorsque la moyenne n’est pas entière mais ra-
tionnelle et lorsque les domaines de certaines variables
chevauchent la moyenne. Lorsque la moyenne est en-
tière, le propagateur est bornes-consistant.

7 Lien entre SPREAD et DEVIATION

Cette section montre que DEVIATION peut être utili-
sée comme relaxation de SPREAD. Cette relaxation peut

être utile puisque la propagation pour SPREAD s’effec-
tue en O(n2) contre O(n) pour DEVIATION. De plus,
DEVIATION est plus simple à implémenter. La relaxa-
tion est illustrée sur un schéma et les paramètres à
donner à DEVIATION pour obtenir la plus forte relaxa-
tion possible sont donnés en fonction des paramètres
de SPREAD.
SPREAD(X ,m, ∆2) est satisfaite si la valeur m est

la moyenne sur X et que la somme des écarts qua-
dratiques à la moyenne m vaut ∆2. Plus formelle-
ment, SPREAD est satisfaite si

∑
x∈X X = n.m et∑

x∈X (X −m)2 = ∆2.
D’un point de vue géométrique,

∑
x∈X (X −m)2 ≤

(∆max)2 définit une hyper-sphère centrée en [m, ...,m]
de rayon ∆max. L’ensemble des points satisfaisant∑

x∈X |X−m| ≤ Dmax se trouve sur un polytope régu-
lier centré en [m, ...,m] avec 2n facettes dans un espace
à n dimensions 3.

m , m

Dom X2

Dom X1

X1X2=2m

Dmax

max

Fig. 3 – Lien entre SPREAD et DEVIATION pour deux
variables.

L’idée est de relâcher SPREAD avec DEVIATION en
trouvant le plus petit Dmax possible tel que l’hyper-
sphère est inclue dans le polytope. Pour deux va-
riables X1 et X2, la Figure 3 montre que le cercle
peut être placé dans un carré externe tangent. Pour
Dmax =

√
2∆ le carré externe est tangent avec le cercle

(relation de Pythagore). Pour n variables le résultats
est décrit dans le Théorème suivant.

Théorème 6. SPREAD(X ,m, [0, (∆max)2]) ⊆
DEVIATION(X ,m, [0,

√
n.∆max]) et @ Dmax <√

n.∆max tel que SPREAD(X ,m, [0, (∆max)2]) ⊆
DEVIATION(X ,m, [0, Dmax]).

3Pour n = 2 c’est un carré et pour n = 3 c’est un octahédron.



Démonstration. Pour des raisons de simplicité nous
considérons m = 0. L’ensemble des points tels que∑

x∈X |X| ≤ Dmax définit un polytope régulier cen-
tré à l’origine à 2n facettes dans un espace à n di-
mensions. Nous travaillons dans le premier orthant
pour trouver Dmax tel que le polytope est tangent à
l’hyper-sphère de rayon ∆ (la situation étant symé-
trique dans les autres orthants). Dans cet orthant, le
problème est réduit à trouver Dmax tel que l’hyper-
plan X1 + X2 + ... + Xn = Dmax est tangent avec
l’hypersphère X2

1 +X2
2 + ...+X2

n = (∆max)2. Au point
de tangence, nous avons X1 = X2 = ... = Xn. Par
conséquent, en ce point X1 = X2 = ... = Xn = ∆max

√
n

et donc Dmax = n√
n
∆max.

Notons que l’égalité SPREAD(X ,m, [0, (∆max)2]) =
DEVIATION(X ,m, [0,

√
n.∆]) n’est valide que quand

n = 2 (deux variables). Pour trois variables ou
plus c’est une inclusion stricte. Par exemple, le nu-
plet t = 〈X1 =

√
3

2 ∆max, X2 = −
√

3
2 ∆max, X3 =

0〉 ∈ DEVIATION(X ,m = 0, [0,
√

3.∆max]) mais
t /∈ SPREAD(X ,m = 0, [0, (∆max)2]). En effet,(√

3
2 ∆max

)2

+
(√

3
2 ∆max

)2

+ 02 = 3
2 (∆max)2 >

(∆max)2.

8 Résultats expérimentaux

L’objectif de cette section expérimentale est de com-
parer le filtrage obtenu par les propagateurs décrits
aux Sections 4 et 5, avec une implémentation par dé-
composition suggérée à la Section 3.

20, 000 ensembles X = {X1, ..., X50} ont été géné-
rés. Le domaine d’une variable X est composé des
entiers entre le minimum et le maximum d’une paire
de nombres générés aléatoirement entre -50 et 50. La
contrainte moyenne pour chaque ensemble est m =
0.5. La somme des écarts maximum Dmax varie entre
200 et 1000. Cet intervalle a été trouvé expérimenta-
lement de sorte qu’avec Dmax = 200 (resp. 1000) tous
les ensembles sont inconsistants (resp. consistants).

La Figure 4 montre les statistiques au noeud racine
(aucune recherche n’a été employée). Le nombre d’en-
semble inconsistants détectés par les deux approches
sont données sur la Figure 4 à gauche. Remarquons
que si un exemple est détecté comme inconsistant par
décomposition, DEVIATION le détecte aussi. Le pour-
centage de filtrage moyen (le nombre de valeurs filtrées
divisé par le nombre de valeurs dans les domaines ini-
tiaux) sur les ensembles consistants sont représentés
sur la Figure 4 à droite.

Le nombre d’ensembles inconsistants détectés est si-
gnificativement plus important pour les propagateurs
présentés que pour une approche par décomposition.

Par exemple, pour Dmax = 500, DEVIATION détecte
9, 619 inconsistances contre 3, 628 pour la décomposi-
tion. Sur les 10, 381 ensembles inconsistants, le pour-
centage de filtrage obtenu pour DEVIATION est de
11.8% contre 0.9% pour la décomposition.

Comme expliqué à la Section 6, toutes les inconsis-
tances peuvent ne pas être détectées par nos propaga-
teurs si la moyenne n’est pas entière. C’est la cas dans
nos expérience puisque m = 0.5. La Figure 5 montre
un graphique du pourcentage d’inconsistances détec-
tées par décomposition et par DEVIATION. Presque
toutes les inconsistances sont détectées par DEVIA-
TION. Le plus faible pourcentage est de 99.66% pour
Dmax = 400.
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Fig. 5 – Pourcentage d’inconsistance détectées.

La Section 7 introduit une approximation de SPREAD
avec DEVIATION. La partie gauche de la Figure
6 montre le nombre d’inconsistances détectées par
SPREAD (telle que implémentée dans [7]) comparé au
nombre d’inconsistances trouvées par l’approximation.
De nombreuses inconsistances restent non détectées
mais, comme montré sur la droite de la Figure 6, la
propagation utilisant DEVIATION est deux ordres de
grandeur plus rapide qu’avec SPREAD sur ces 20.000
instances aléatoires.

9 Conclusion

Ce travail présente DEVIATION, une nouvelle
contrainte globale pour équilibrer un ensemble de va-
riables. Cette contrainte est assez similaire à SPREAD
[5, 7]. Alors que SPREAD contraint la norme L2, DE-
VIATION contraint la norme L1.

Les algorithmes de filtrage que nous introduisons
ont une complexité temporelle linéaire par rapport au



200 400 600 800 1000

0
50

00
10

00
0

15
00

0
20

00
0

Dmax

fa
ild

ev

DEVIATION
Décomposition

Inconsistances détectées

400 500 600 700 800 900 1000

0
5

10
15

20
25

Dmax
pe

rc
[s

el
]

DEVIATION
Décomposition

Pourcentage de filtrage sur problèmes consistants

Fig. 4 – Résultats expérimentaux : comparaison de DEVIATION et de la décomposition proposée à la Section 3.
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nombre de variables. Des expériences évaluent l’effi-
cacité de nos propagateurs en termes de filtrage. Une
relaxation de SPREAD avec DEVIATION est également in-
troduite. Cette relaxation filtre moins de valeurs que
les propagateurs dédiés mais permet néanmoins de ré-
duire le temps de calcul.
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nombreuses discussions intéressantes.
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