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þ¥ýVê�îè�ì���I6è4ñ¡ê�þ � è�íÉðý|ñ�ê�þ¥ìfý:é � ï�ì�ì�ñ{ñ{ðçNþºý �
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� ìfê�è�ê�î|é'ê�ê�îè �|þºý|éfç � þ¥ýè�ÿ�ð|é � þºê�þ¥è�ï�éfý�
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R/è4ñ�î�ê�è{ç�è�ê�é � %�� +�î|é � èBï�îì, wý�ê�î�é�ê�ï�îìfç�ê�è4ï6ê�ë|é�ê�î�é � åfìfç�þºê�î��
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è � ñ{þºè�ý%ê ��� ê�é%ñ/� � è

ï�ð|ñ�îRï � ï ê�è	��ï/ì'í2þ¥ýè�ÿ�ð|é � þºê�þ¥è�ï/þºýRê�è���ë�ìfç�é � ñ�ì%ý|ï6ê�ç�éfþºý�êBýè{ê� �ì%ç���ïwë|ç�ì�� � è	�
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éfïNéhï þ¥ýå � è�å � ì���é � ñ�ì%ý|ï6ê�ç�éfþºý�êjê�îè
ï�ð�� ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�êNéfý�
Féhï � ï ê�è	�tì'í'�þ¥ý|é'ç � þºý|è�ÿ�ð|é � 5
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ç�è	
�ð|ñ{è	
hñ�ì�ï6ê�ï!� þ½ïwþ¥ý�ê�ç�ì 
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�ê�ì�éfñ�îþ¥è � èNþºý�ê�è�ç � é � ñ�ì%ý|ï þ½ï ê�è{ý�ñ � S ï è�è3
�è*|ý|þ�ê�þºì%ý"'*T�ìfý
ê�î|þ¥ïwå � ì��|é � ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê	�  è�íÉìfç�èNåfì%þºýåÎþ¥ý%ê�ì�ê�îè3
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�è{ç/ê�îèÎñ�ìfý�ï6ê�ç�éfþºý�êBýè{ê� �ì%ç��

C = {C1 : x1 + x2 = y, C2 : (x1 ≤ x2 − 1)} wîè�ç�è
D(x1) = [0, 6], D(x2) = [1, 7]

éfý�

D(y) = [1, 13]

� � ý�ê�è{ç � é �
[a, b]


�è�ýì'ê�è�ïdê�îè
ï�è�êwì'íHþºý�ê�è{åfè�ç

S = {k : a ≤ k ∧ k ≤ b}
�

[ ìfý�ï6ê�ç�éfþºý�ê�ýè{ê� �ì%ç��
C
þ½ï�éfç�ñbñ�ì%ý|ï þ½ï ê�è{ý�ê9� � ì, ��ï�ðëë�ì%ï�èbê�î|é'ê

min(y)
þ¥ïdï�è�ê�ê�ì

6
�)äBç�ñ

ñ�ì%ý|ï�þ¥ï ê�è�ý|ñ � þ½ï�ðý|é�� � èjê�ì
é%ñ�îþºè � èNé'ý � 
�ì���éfþºýhëç�ðýþ¥ýå�� � îþ½ïdþ½ïd
�ðèjê�ìÎê�î|èbíÑé%ñ¡êdê�î�é�ê
é'ç�ñÎñ�ìfý�ï þ½ï6ê�è{ý�ê  � ê�è{ç�þºý|åhî�é'ý�
 � è�ïjê�îè
ñ�ì%ý|ï6ê�ç�éfþºý�ê�ïbì%ýè]� � ìfýè�� � ì, � � è{ê�ð|ïNè$#é��Îþ¥ýè
 wî|é'êdî�é'ëë�è{ý|ï� wî|è{ý=ñ�ì%ý|ï6ê�ç�éfþºý�ê�ï

C1
éfý�


C2
éfç�èjî|éfý�
 � è	
héfïwé�ï þ¥ýå � èqñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê9� � ì

ï�é�ê�þ½ï í � ñ�ì%ý|ï6ê�ç�éfþºý�ê
C2

��ê�îè � é � ðè
ìfí
x1

�§ð�ï6ê3��è�ï6ê�ç�þ½ñ¡ê ��� � è4ï�ïjê�î|é'ýAê�îè � é � ðè
ì'í
x2
�

é'ý�
hê�î�ð|ï	��ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê
C1

ñ{éfýýì'ê���è§ï�é�ê�þ¥ï#|è9
  wîè{ý
x2
ê�é��fè4ïwþºê�ï � é � ð|è�ïBþ¥ý

[1, 3]
� � ì��

� é � ðè�ï
[1, 3]

þ¥ý
D(x2)

ñ�é'ý���è 
�è � è�ê�è	
8�87býFê�îþ½ïqè$#é���ë � è���éÃå � ì��|é � î|é'ý�
 � þ¥ýå=ìfí
C1é'ý�


C2

�ç�éfï ê�þ½ñ{é ����� ç�è9
�ð|ñ{è�ï�ê�î|è�ï è4é'ç�ñ�î�ï�ë|éfñ{è��
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� îè  � ê�è{ç�þ¥ýå�ë|ç�ì�ñ�è4ï�ï�ìfý
C1

éfý�

C2

þ½ï�è #éfñ¡ê ���  wî�é�ê� wþ ��� ��èNë�è{ç�íÉìfçy��è	

ì%ý�å � ì��|é �
ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê � ���KW=ìfç�èbë|ç�è4ñ�þ½ï è ��� � � è{ê-\

•
éÎï�ð�� ñ�ìfý�ï6ê�ç�éfþºý�ê

Sum


�è*�ýè	
 � �
y = Σi=n

i=1xi

�
•
éÎï�è�êBìfíZ�|þºý|éfç � þ¥ýè4ÿ%ð�é � þ�ê�þºè4ï

Ineq = {xi − xj ≤ cji, (i, j ∈ [1, n])}
�

•
éÎï�è�êBìfí�
ì��
é'þ¥ýhñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê�ï

Dom = {li ≤ xi ≤ ui, (i ∈ [1, n])}
�

� îèbå � ì��|é � ñ�ì%ý|ï6ê�ç�éfþºý�ê5� ��þ½ï=
�è�|ýè	
 � �
Ineq ∪ Dom ∪ {Sum}

� � éfñ�î
ê�þ���èbé���ì%ðý�

ì'í

y
þ½ïS�Îì�
�þ�|è9
8��ê�îèb � ê�è{ç�þºýå�ì%ý.� �
ï ê�é'ç�ê�ï'� � ë�è{ç�íÉìfçy��þºýå�ê�î|èNíÉì ��� ì, wþ¥ýåÎìfë�è{ç�é�ê�þ¥ìfý�ï \
S '*T ��þ � ê�è{ç�þ¥ýå

{Ineq ∪ Dom}
� � þ¥ý�ê�è{ç � é � ñ{ìfý|ï�þ¥ï ê�è�ý|ñ ��

S � T ��þ � ê�è{ç�þ¥ýå
Sum

� � þ¥ý%ê�è{ç � é � ñ�ì%ý|ï�þ¥ï ê�è�ý|ñ ��
S ):T � ë�
é�ê�þºýå?ê�îè���ìfðý�
ï�ìfíjè � è{ç �

xi

 wþ�ê�î ç�è4ï ë�è�ñ�ê
ê�ì?ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê
ï�è�ê
Ineq ∪

Dom ∪ {Sum}
�

� ê�è{ë�'�ñ�é'ý ��è�éfñ�î|þºè � è	
� wþºê�î éVï îì%ç ê�è�ï ê§ë|é'ê�î?é � åfì%ç�þºê�î���ì%ýLê�îè�åfç�é'ëî:éfï�ï�ì�ñ{þ¥é'ê�è9

 wþºê�î

{Ineq ∪ Dom}
� S � è{è � è�ñ�ê�þ¥ìfý )�� � � T � þºý|ñ{èjê�îèqå%ç�éfëî�þ½ï � þ��fè ��� ê�ì
ñ�ìfý�ê�é'þ¥ý�éÎýè{å�é,5

ê�þ � èqñ � ñ � è���ê�îþ½ïBï ê�è�ëÃñ�é'ý ��è�é%ñ�îþ¥è � è9
�þ¥ý
O(mn)

ç�ðý|ýþºý|å�ê�þ���è��
� êwþ¥ïwé � ï�ì§è4éfï � ê�ì
ï�îì, ê�î�é�êBï6ê�è{ë � ñ{é'ý ��èNë�è{ç�íÉìfçy��è	
& wþ�ê�îhéÎï þ���ë � èNé � å%ìfç�þ�ê�î��¾ê�î�é�ê
ç�ðý|ïdþ¥ý

O(n)
 wîè{ç�è

n
þ½ï�ê�îèqý�ð�� ��è�çwì'í � é'ç�þ¥é�� � è4ï�� S � è{è � è4ñ¡ê�þ¥ìfý^)��('�� T

� îè
ñ�ì%ý�ê�ç�þ��ðê�þ¥ìfýVìfí�ê�îþ¥ï�ë|é'ë�è{çNþ½ïqé'ýAè � ñ�þ¥è{ý�ê � F�ö3@{÷¡ù¹ô�ûVø/F û�ó�÷¡ù¹ö��ü íÉì%çNè{ý�íÉì%ç�ñ{þºýåhþ¥ý�5
ê�è�ç � é � ñ�ìfý�ï þ½ï6ê�è{ý|ñ � ìfýhê�î|èqå � ì��|é � ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê � ���
�
Ó���Ö��Ñ���§�����4���Î	H��	���	� � è�ñ�ê�þ¥ìfý � þ¥ý�ê�ç�ì 
ð|ñ�è4ï-ê�îèdýì'ê�é�ê�þºì%ý§é'ý�
§ç�è4ñ{é ��� ï�ê�îè'�|éfï�þ½ñ{ï

ì'í [ ��� é'ý�
Ãìfí�ï î|ìfç�ê�è�ï ê/ë|é'ê�î|ïBê�î|é'êjéfç�è�ý|è{è	
è	
=þ¥ý=ê�î|è§ç�è�ï ê/ì'í)ê�îè§ë|éfë�è�ç	� � è�ñ�ê�þ¥ìfýQ)
ï�ð|ñ{ñ{è�ï�ï þ � è ��� ï îì, Bïbîì, xþ¥ý%ê�è{ç � é � ñ�ìfý�ï þ½ï6ê�è{ý|ñ � ñ{é'ý ��è�éfñ�îþ¥è � è	
Ãì%ýVé�ï�ð��tñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê
é'ý�
:ìfý �|þºý|éfç � þ¥ýè�ÿ�ð|é � þºê�þ¥è�ï	� � è�ñ�ê�þ¥ìfý 7�
�è*�ýè�ï�þºý�ê�è{ç � é � ñ{ìfý|ï�þ½ï6ê�è{ý|ñ � ì%ý?ê�î|è�å � ì��|é �
ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê � �  wîþ � è � è�ñ¡ê�þºì%ý � 
�è{ê�éfþ � ï)ê�îèbé � å%ìfç�þ�ê�î��ÌíÉì%ç:|ý�
�þºý|å�é ��þ¥ýþ���ð�� � é � ðèBì'í
xi

 wþºê�îÃç�è�ï�ë�è4ñ¡êwê�ì�ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê�ï
Ineq ∪ Dom ∪ {Sum}

�

��à�� `wv��Boqi�ãNyba/r

� ý
ìfç/
�è{ç�ê�ì ��é��fèdê�îþ¥ï2ë|é'ë�è{ç�ï�è � í 5,ñ�ìfý�ê�é'þ¥ýè	
8�  �èwýì, þºý�ê�ç�ì�
�ð|ñ{èdê�îèwç�è�ÿ�ðþ¥ç�è	
 �|éfñ/� 5
åfç�ìfð|ý�
�ìfí [ ��� éfý�
�ìfíHï�îì%ç ê�è�ï ê�ë|é'ê�î|ï	�

� �G'���� 
3( ��� ( ���������

ä |ýþºê�è �%�����{�����Ñ��������� ���|"!
P = (X ,D, C)

þ¥ï.
�è*|ý|è	
 � � \
•
éÎï�è�êBìfí$#�ø�÷¡ùÑø:E$FG@¡õ

X = {x1, ..., xn}
�

•
éhï�è�ê

D = {D(x1), ..., D(xn)}
ì'í�ñ{ðç�ç�è�ý%ê4Bfó'ü�ø'ù¹ôõ] wîè{ç�è

D(xi)
þ½ïqé |ýþºê�è

ï è{êBì'í�ë�ì%ï�ï�þ�� � è � é � ðè�ï�íÉì%ç � é'ç�þ¥é�� � è
xi

�

•
éÎï�è�ê

C
ìfíHñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê�ï'��è�ê� �è{è{ý�ê�î|è � éfç�þ½é�� � è4ï��

äxê�ì'ê�é � ì%çy
�è�ç�þ¥ýå
≺
ñ{é'ý���è�
�è�|ýè9
=ìfýhê�î|è 
�ì���éfþºý�ï� wþ�ê�îìfðê � ì�ï�ï/ì'íHåfè{ý|è{ç�é � þ�ê � � 	 è

 wþ ��� 
�è�ýì'ê�èb� �
min(xi)

é'ý�

max(xi)

ê�îè ��þºýþ��
é � éfý�
�ê�îè �
é,#�þ���é ��� é � ð|èjìfí
D(xi) � ç	� ê	��ê�ì

≺
�

|C|

�è�ýì'ê�è�ï�ê�îè�ý�ð�����è{çHìfí�ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê�ï� wîþ � è

|X |

�è�ýì'ê�è�ï�ê�îè�ý�ð�����è{çHìfí � é'ç�þ¥é�� � è�ï	�-ä
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ìfý
ê�îè/ì%çy
�è�ç�è9

ï è{ê�ìfí � éfç�þ½é�� � è4ï

X(C) = (x1, ..., xr)
þ¥ï�é�ï�ð��|ï�è�ê

T (C)ì'í�ê�îè [ é'ç�ê�è�ï�þ½é'ýqëç�ì�
�ð|ñ¡ê
D(x1)×...×D(xr)

ê�î|é'ê�ï�ë�è4ñ�þ�|è�ï-ê�î|èNø/F Fºó,N�@CBdñ�ì����þ¥ý|é'ê�þ¥ìfý|ï
ì'í � é � ðè�ï�íÉìfçdê�îè � é'ç�þ¥é�� � è�ï

(x1, ..., xr)
�2äBýhè � è���è�ý%êwìfí

D(x1)× ...×D(xr)
þ½ïwñ{é ��� è	


éÃö��4úAF(@Bìfý
X(C)

é'ý�
Ãþ½ïBýìfê�è9

τ
�

τ [k]
þ¥ïBê�îè

kth
� é � ðè�ì'í

τ
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|X(C)|

þ½ïwê�î|èhø�÷¡ù¹ö��Nì'í
C
�
ä � é � ðè

a
íÉì%ç

x
þ½ïwìfí¹ê�è{ý�
�è�ýì'ê�è	
 � �

(x, a)
 wîþ � è
ù¹ô B @�� S

C, x
Twþ½ïdê�îèqë�ì%ï�þºê�þ¥ìfýhì'í

xþ¥ý
X(C)

�
� è{ê

P = (X ,D, C)
��èAéSñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%êhýè�ê� �ìfçy��� � îèVê�ðë � è

τ = (v1, . . . , vn)
þ¥ïÃé

�4��Ö�Ó-�4�Ñ��� ì'í
P
þ�í�ê�îèNéfï�ï þ¥åfý��Îè�ý�ê

((x1, v1), . . . , (xn, vn))
ï�é'ê�þ½ïp|è4ï�é ��� ê�îèjñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê�ï

ì'í
C
�)ä � é � ðè

v
þ½ïdé ������4�ÉzHÖÑ����ÖÑÓ�� íÉìfç

x
þºí-ê�î|è{ç�èbè #�þ½ï ê�ïdé�ï�ì � ð�ê�þºì%ý�þ¥ý& wîþ½ñ�î

x = v
�

� è{ê
C

��è�é�ñ�ì%ý|ï6ê�ç�éfþºý�êwì'í
C
�2ä ê�ðë � è

τ
ì'í

X(C)
þ½ï�#�ø,F�ù BNþºí

∀(x, a) ∈ τ, a ∈ D(x)
��ä

� é � ðè
a ∈ D(x)
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C
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x 6∈ X(C)
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rcuv = cuv + d(s, u)− d(s, v)
� � î|èNï�îì%ç ê�è�ï êdë�é�ê�î�
�þ½ï ê�é'ý�ñ�èjíÉç�ì�� ýì�
�è

a
ê�ì�ýì�
�è

b
þ¥ý

Grc

þ¥ï'
�è{ý|ì'ê�è9
 � �
d0(a, b)

� � îèBíÉì ��� ì, wþºý|å�ëç�ìfë�è{ç�ê�þ¥è�ï�%G'$+�îì � 

þ¥ý
Grc

\
S '*T
∀(u, v) ∈ G

\
rcuv ≥ 0S � T
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∑
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�è�ç�þ¥ýå�éfå%éfþºýhê�î|è�þ¥ýþºê�þ½é � è$#é���ë � è�� � ì, �|ê�îè

ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%êdýè{ê� �ì%ç��
þ½ïdè$#�ëç�è�ï�ï è9
9 wþºê�îÃì%ýèNå � ì��|é � ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê ��� \
� �

({x1, x2}, y, {(x1 ≤ x2 − 1)}) wî|è{ç�è
D(x1) = [0, 6]

�
D(x2) = [1, 7]

éfý�

D(y) = [1, 13]

�
� ðë|ë�ì�ï èjê�î�é�ê

min(y)
þ¥ïBï�è�êdê�ì

6
� � ýè�ÿ�ð|é � þºê � S ):T�ì'í � ç�ìfë�ì%ï�þ�ê�þºì%ý � ï ê�é�ê�è�ï�ê�î|é�ê*\

∀xi ∈ X : min(xi) ≥ min(y)−
∑

xj∈X−{xi}
max(xj)

�
� ì��íÉìfç

x2
�  �èqî|é � è:\

min(x2) ≥ 6−max(x1).
� þ¥ý|ñ�è

max(x1) = 6
� � îþ¥ï/þºý|è�ÿ�ð|é � þºê �

îì � 
ï� wîè{ý
min(x2)

þ½ï�è�ÿ�ð|é � ê�ì&'bé � ê�îìfðå%î
ê�î|èjñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê
(x1 ≤ x2− 1)

þ½ï � þ¥ì � é�ê�è	

íÉìfç

x2 = 1
é'ý�


x1 = 6
�

� î�ð|ï	�%þ¥ýè�ÿ�ð|é � þºê � S ):T:�§ð|ï êS��è��Îì�
�þ�|è9

þºý�ìfç/
�è{ç2ê�ì�ê�é��%èBþºý�ê�ì�éfñ�ñ�ì%ðý�ê2ê�îèNñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê
(x1 ≤ x2 − 1)

� W=ìfç�èjëç�è4ñ�þ½ï è ��� ��ê�îè � é � ðèNì'í
xi

éfý�
�ê�îèqðëë�è{çd��ìfð|ý�
ïdì'í
xj

ñ�ìfý�ï þ 
�5
è{ç�è	
�þ¥ý�þ¥ýè�ÿ�ð|é � þºê � S ):Tdï�îìfð � 
hï�é'ê�þ½ï6í � ê�îè�ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê�ï

(xi ≤ xj − cji)
ì'í
Ineq

�

� è{ê
min(xi←a)(xj)

é'ý�

max(xi←a)(xj)

ç�è�ï�ë�è4ñ¡ê�þ � è ��� ��èRê�îè ��þ¥ýþ��§ð�� é'ý�
 ê�îè
�
é,#�þ��§ð�� � é � ðè�ï�ì'í

D∗(xj)
 wîþ½ñ�î ï�é'ê�þ½ï6í � ê�î|è �þ¥ý|é'ç � þ¥ýè4ÿ%ð�é � þ�ê�þºè4ï

Ineq

 wîè{ý
xiþ½ïqþºý�ï6ê�é'ý�ê�þ½é�ê�è	
Aê�ì

a
� � ï�þ¥ýå=ê�î|þ¥ï§ýì'ê�é�ê�þ¥ìfý}��þ¥ýè�ÿ�ð|é � þºê � S ):T�ñ{é'ý ��è�ç�è  wç�þ�ê�ê�è�ý:þºýLê�îè

íÉì ��� ì, wþºýå�íÉìfçy� \
∀xi ∈ X : (xi ← a)⇒ a ≥ min(y)−

∑

j 6=i max(xi←a)(xj)� îþ½ï/ý|è  »þ¥ýè�ÿ�ð|é � þºê � 
�ì�è�ïbýì'êNîì � 
RíÉìfç
x2 = 1

é'ý�

x1 = 6

� � îè�ï���é ��� è�ï ê � é � ðè�ì'í
D∗(x2)

ê�î|é�ê/ï�é�ê�þ¥ï#|è�ï�ê�îþ¥ïBþºýè4ÿ�ð|é � þ�ê � þ¥ï
4
�

� ì���þ¥ý�ê�è�ç � é � 5,ñ�ìfý�ï þ½ï6ê�è{ý|ñ � ì'í � ��ñ{é'ý ��è3
�è*�ýè	
hþ¥ý�ê�îèNíÉì ��� ì, wþ¥ýå; dé � \
�N��|	����4�É�4�Ñ������Ø 
 @�ö

X ∪ {y}
E @
ø�õ @{ö�#�ø'÷¡ùÑø E F(@¡õ
ø�ô B F(@�ö#� �

(X, y, Ineq)
EC@
ø�û/Fºó:E�ø,F

õ ��ü ò�ó�ô|õ¡ö�÷�ø'ù¹ô|ö �
IS

ù½õqù¹ô|ö3@�÷ #�ø,F � ò�ó'ôõ¡ù½õ¡ö @{ô|ö�ù  ö�K@ ��ó,F Fºó/N)ù½ô�ûRò�ó�ô B�ù¹ö*ùÑó�ôõ �|ó,F(B �
(1b) min(y) ≥

P

xi∈X
min(xi)

(2b) max(y) ≤
P

xi∈X
max(xi)

(3b) ∀xi ∈ X : min(xi) ≥ min(y) −
X

xj∈X−{xi}

max
(xi←min(xi))

(xj)

(4b) ∀xi ∈ X : max(xi) ≤ max(y) −
X

xj∈X−{xi}

min
(xi←max(xi))

(xj)

�N������ �
�ç�ì�� þºýè4ÿ�ð|é � þ�ê�þºè4ï S '	� Tdé'ý�
 S � � T�þºêBç�è4ï ð � ê�ï�ê�î|é�êBñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê

SUM(X, y)
îì � 
ï� wîè�ý

y
þ½ï2ï�è�ê)ê�ì

min(y)
é'ý�
  wîè�ý

y
þ¥ï�ï è{ê2ê�ì

max(y)
� � þ¥ý|ñ�è

y
ì�ñ{ñ{ðç�ï2ìfý ��� þ¥ý

SUM(X, y)
�

þºê�íÉì ��� ì, Bïqê�î|é'ê�� �Rþ½ï�þ¥ý�ê�è{ç � é � 5�ñ{ìfý|ï�þ½ï6ê�è{ý�êNíÉìfç
y
� � ýè4ÿ%ð�é � þ�ê � S )��ATNè{ý|ï�ðç�è�ï�ê�î|é'ê���ìfê�î

ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê
SUM(X, y)

é'ý�
�ê�îèjþºýè4ÿ�ð|é � þ�ê�þºè4ï�ìfí
Ineq

îì � 
4 wîè{ý
xi

þ¥ïdï�è�ê�ê�ì
min(xi)

�
� îþ½ïdç�è4éfï�ìfýþ¥ýåÎç�è	�
é'þ¥ý|ï � é � þ 
�íÉìfçwþ¥ýè�ÿ�ð|é � þºê � S 7�� T*�
[ ìfý � è{ç�ï è ��� �%þºêBþ¥ï�ê�ç�þ � þ¥é � ê�ì
ï�îì, ê�î�é�êBþ¥ýè�ÿ�ð|é � þºê�þ¥è�ï S '�� T*� S � �AT;� S )�� T*�|é'ý�
 S 7�� T�îì � 
�þ�í
� �Îþ¥ïBþºý�ê�è�ç � é � 5,ñ�ì%ý|ï þ½ï ê�è{ý�ê9�

�

� îè�ï�ñ�îè	�Îè�ì'íwê�îè�þ¥ý�ê�è{ç � é � ñ�ìfý�ï þ½ï6ê�è{ý|ñ �  � ê�è{ç�þºýåAé � åfì%ç�þºê�î�� ì'í/ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê � �Rþ½ï
åfþ � è�ý�þ¥ýhä � å%ìfç�þ�ê�î�� '�� � îþ½ïdé � åfìfç�þºê�î��¾þ½ï�ï ê�éfç ê�è	
9 wîè{ýè � è�ç�ì%ýè���ìfð|ý�
�ìfí�é � éfç�þ½é�� � è
þ¥ý
X ∪ {y}

éfç�è ��ì�
�þ�|è	
�� � ì'ê�è�ê�î|é�êÎï6ê�è{ë|ïL'�é'ý�
 � é'ç�è�ï � ï ê�è	�
é�ê�þ½ñ{é ����� ë�è{ç�íÉìfçy��è	

 wîè�ý�þ¥ý�ê�è{ç � é � ñ{ìfý|ï�þ¥ï ê�è�ý|ñ � ì%ý � ��þ½ïwéfñ�î|þºè � è	
�íÉìfçdê�îè |ç�ï êdê�þ���è�� � è�å%é'ê�þ � èqñ � ñ � è�ïdéfç�è



���������
	������"�������� �� �����
�������������� � ' '


�è{ê�è�ñ�ê�è9
�þ¥ýÃï6ê�è{ëJ'Nì'í)ä � åfìfç�þºê�î��O'��
� ýFê�îè
ç�è�ï êqì'í�ê�îþ½ïqë|é'ë�è{ç9�� �è; wþ ��� ìfý ��� 
è�ê�éfþ � ê�îè
ï�è�é'ç�ñ�îVë|ç�ì�ñ�è4ï�ïNìfí�ê�îè ��þºýþ��§ð��
� é � ðèNì'íHé � é'ç�þ½é�� � è S ï ê�è{ë )ÎþºýÃä � åfì%ç�þºê�î��O'*T�ï�þºý|ñ{èjê�îè�ï�é���è ��þ¥ý�
�ì'íHç�è4éfï�ìfýþ¥ýå�îì � 
ï
íÉìfçBï�è�éfç�ñ�î|þºýå �
é,#�þ���ð�� � é � ðè4ï S ï ê�è�ë 7�þ¥ý=ä � åfìfç�þºê�î��O' T;�

��Ö�������É�4��Ð ��� ��þ � ê�è{ç�þºý|å � �]� � þºý�ê�è�ç � é � ñ{ìfý|ï�þ½ï6ê�è{ý|ñ �
S '*T � ý�ê�è{ç � é � ñ�ìfý�ï þºê�è�ý|ñ � þ¥ïjéfñ�îþ¥è � è	
hìfý

SUM(X, y)
 wþºê�îFé'ýRé � åfì%ç�þºê�î��


�è{ç�þ � è	
�íÉç�ì�� � ç�ìfë�ì%ï�þºê�þ¥ìfý �  wî|è{ýè � è{çwé ��ìfðý�
hìfí
y
þ½ïd��ì�
�þ�|è	
8�

S � T � ý�ê�è{ç � é � ñ�ì%ý|ï�þ�ê�è{ý|ñ � þ½ï
éfñ�î|þºè � è	
?ìfý?ê�îè=ñ�ì%ý,I6ðý|ñ�ê�þ¥ìfýSì'í.�þ¥ý|éfç � þ¥ý�5
è�ÿ�ð|é � þºê�þ¥è�ï

Ineq ∪ Dom

 wþºê�îVé�ï îì%ç ê�è�ï êBë|é�ê�îVé � åfì%ç�þºê�î��  wîè�ýè � è{ç/é
��ì%ðý�
hì'íHï ì���è � éfç�þ½é�� � èNì'í

X
þ½ïd��ì�
�þ&�è	
8�

S ):T �ì%çhè � è�ç �Q� é'ç�þ¥é�� � è
x ∈ X

�/ê�îè���þºý|þ���ð�� � é � ðèAì'í
x
ï�é�ê�þ½ï í � þ¥ýå

þºý|è�ÿ�ð|é � þºê � S )�� T� wþ ��� ��è�ñ�ì���ëðê�è	
 �
S 7 T �ì%ç�è � è{ç � � éfç�þ½é�� � è

x ∈ X
�dê�îè �
é,#�þ���ð�� � é � ðèVìfí

x
ï�é�ê�þ½ï í � þ¥ýå

þºý|è�ÿ�ð|é � þºê � S 7�� T� wþ ��� ��è�ñ�ì���ëðê�è	
��

�-à eÃã�����yBâBp,a/ot` ab_��	�=p,a/p
�=y��

� îè/å%ì%é � þ¥ï2ê�ì �ý�
�ê�î|èbï���é ��� è�ï ê � é � ðè
xi ∈ [min(xi), max(xi)]

ï ð|ñ�î�ê�î|é�ê�þºý|è�ÿ�ð|é � 5
þºê � S )�� T�ì'í � ç�ì%ë�ì�ï þºê�þ¥ìfý ZÎîì � 
ï	� � êwíÉì ��� ì, Bï�íÉç�ì�� þºýè4ÿ�ð|é � þ�ê � S )��AT2ê�î|é�ê

xi = min(y)−
∑

xj∈X−{xi}

max
(xi←xi)

(xj)
S '*T

� ì��� �èqî|é � è/ê�ì 
�è�ê�è{çy�Îþ¥ýèjê�î|è � éfç�å%è�ï ê � é � ðèqìfí
xj

 wîþ½ñ�îÃþ¥ïwñ{ìfý|ï�þ¥ï ê�è�ý�ê� wþºê�î
xi

�
� îè�é � åfì%ç�þºê�î�� þ¥ïd��éfï�è	
�ìfý�ê�îèNíÉì ��� ì, wþºý|å�ëç�ìfë�è{ç�ê�þ¥è�ï-\

�N��|	����4�É�4�Ñ�����Ø 
 @�ö
dGxi←xi

(s, xj)
B @{ô�ó'ö @�ö�K@�õ �ó�÷¡ö3@�õ�ö2úø'ö�� ��÷�ó'ü

s
ö�ó

xj

ù¹ô ö�� @
ûf÷�ø�ú �1B @{÷¡ù #,@ B ��÷�ó'ü

G
E �
ù¹ôõ¡ö,ø�ô�ö�ùÑø'ö�ù¹ô�û

xi

N)ù¹ö�
xi

���+�K@{ô �
max(xi←xi)(xj) = dGxi←xi

(s, xj)
�N������ � � îþ½ï�ë|ç�ì%ë�è�ç ê � ç�è�ï�ð � ê�ï�íÉç�ì�� � îè{ì%ç�è	� �  wîè�ý

Gxi←xi


�ì�è�ï�ýìfêdñ{ìfý�ê�éfþºý�é'ý �
ýè�å%é�ê�þ � èjñ � ñ � è�� � è�å%é�ê�þ � èqñ � ñ � è�ïwéfç�èb
�è�ê�è�ñ�ê�è	
hþ¥ý=ï6ê�è{ëJ'Nì'í)ä � åfìfç�þºê�î��O'�� � ì��þºí�ê�îè�ç�è
è$#�þ½ï6ê�ïbé�ýè�å%é�ê�þ � è�ñ � ñ � è���þ�êqî|é%ï.��è{è�ýFþ¥ý�ê�ç�ì 
ð|ñ�è9
 � � ê�îè�þ¥ý|ï6ê�é'ý�ê�þ½é�ê�þºì%ýRì'í

xi

 wþºê�î
xiþ¥ý

Gxi←xi

�
� ðë|ë�ì�ï èdê�î|é�ê)ê�îèwþºý�ï6ê�é'ý�ê�þ½é�ê�þºì%ýÎìfí

xi

 wþºê�î
xi

þºý�ê�ç�ì�
�ð|ñ{è�ï)éNýè�å%é�ê�þ � èwñ � ñ � èdþºý
Gxi←xi

�
� îþ½ï�ñ � ñ � è9 �ìfð � 
?ñ�ì%ý�ê�é'þ¥ý

xi

�2ï�ìQ �è9 �ìfð � 
:î|é � è
d(s, xi) + d(xi, s) < 0

éfý�
Lê�î�ð|ï
xi −min(xi) < 0

 wîþ¥ñ�î  �ìfð � 
 ��èqþ¥ýhñ{ìfý�ê�ç�é�
þ¥ñ�ê�þ¥ìfý  wþ�ê�î
xi ∈ [min(xi), max(xi)] �

� ì=ñ{ì���ëð�ê�è
dGxi←xi

(s, xj)
è � ñ{þºè�ý%ê ��� �� �èÎî�é � è�ê�ìÃè�ï ê�é�� � þ½ï�îFé � þ¥ý�� ��è�ê� �è{è�ýVê�îè

ï�îìfç�ê�è4ï6ê�ë|é�ê�î|ïdþºý
G
éfý�
�ê�îèNìfýè4ï�þ¥ý

Gxi←xi

� ìfê�îè�ç? wþ½ï�è� �è] �ìfð � 
�î|é � è/ê�ì�ñ�ì���ëðê�è
ê�î|è�ï�îìfç�ê�è4ï6ê/ë�é�ê�î�ïjé'êbè4éfñ�îRï ê�è{ëVìfýVé�ýè  å%ç�éfëî�� � î|è�íÉì ��� ì, wþºýå�ëç�ì%ë�ì�ï þºê�þ¥ìfý�ïBîè � ë
ð|ï�ê�ìÎè4ï6ê�é�� � þ½ï î=ï�ð|ñ�îhé�ñ{ìfýýè4ñ¡ê�þºì%ý��



' � ������� � 	������"�������� �� �����
�������������� �

�N��|	����4�É�4�Ñ�����-Ø 
 @�ö
G = (X, U).

∀s, xi, xj ∈ X : dG(s, xj) = min (dG(s, xi) + dG−{s}(xi, xj), dG−{xi}(s, xj))

�N������ � ��þºç�ï6ê9� � è�ê�ð�ï�ç�è4ñ{é ��� ê�î|é'ê�þºý éAåfç�é'ë|î  wþºê�îì%ð�ê�ýè{å�é�ê�þ � èhñ � ñ � è4ï���þ�ê�è #�þ¥ï ê�ï
é
ï�þ���ë � èbï�îìfç�ê�è4ï6ê�ë|é�ê�î4 wîè�ýè � è{çdé§ï�îìfç�ê�è4ï6ê�ë�é�ê�î�è$#�þ½ï6ê�ï�� � ì��: �èbî�é � èwê�ì§è$#é��Îþ¥ýè/ê� �ì
ñ{é%ï è4ï \

S '*T � ìBï�þ���ë � è�ï�îìfç�ê�è4ï6ê«ë|é'ê�îNíÉç�ì��
s
ê�ì

xj

ñ{ìfý�ê�éfþºý�ï
xi

� � îè�ý��* �è)î|é � è
dG(s, xj) =

dG−{xi}(s, xj)
éfý�
�ê�îèqëç�ìfë�ì%ï�þºê�þ¥ìfý�î|ì � 
ï��

S � T � ì���èVï�þ���ë � èVï�îìfç�ê�è4ï6ê�ë�é�ê�î
P
íÉç�ì��

s
ê�ì

xj

ñ�ì%ý%ê�é'þ¥ý|ï
xi

� � î|é�ê*U ï�ê�ì ï�é �
P = dG(s, xi) + dG(xi, s)

� � þºý�ñ�è
dG(s, xi)

ñ�ì%ý�ê�é'þ¥ý|ï
xi

�
s
ñ{éfýýìfêX��è � ì%ýå�ê�ì

dG(xi, s)
é'ý�
  �èNî|é � è

dG(s, xj) = dG(s, xi) + dG−{s}(xi, xj)
�
�

� è #�ê
ëç�ìfë�è{ç�ê � ï6ê�é�ê�è�ï�ê�î|é'êÎþºí/ê�îè=ï î|ìfç�ê�è�ï ê�ë�é�ê�î íÉç�ì��
s
ê�ì

xj

åfì�è�ï�ê�î|ç�ì%ðåfî
xi wîè�ý

xi

þ¥ï�þ¥ý|ï6ê�é'ý�ê�þ½é�ê�è	
§ê�ì
xi

��ê�îè{ý
max(xi←xi)(xj) = xi +dG−{s}(xi, xj)

�'ì'ê�îè{ç  wþ½ï è
max(xi←xi)(xj) = max(xj)

�

�N��|	����4�É�4�Ñ�����-Ø 	 ��ö @{÷qö�� @�ø%ò ��ù @ #,@{ü;@{ô|öBó��jõ¡ö3@�ú�õ���ø�ô B��=ó�� 	 F û�ó�÷¡ù¹ö��ü��4N�@ �|ø #,@ �
max(xi←xi)(xj) = min (xi + dG−{s}(xi, xj), max(xj))

�N������ � � ç�ìfë�ì%ï�þ�ê�þºì%ý 
�ï ê�é'ê�è�ï�íÉì%çdê�îèqå%ç�éfëî
Gxi←xi

\

dGxi←xi
(s, xj) = min (dGxi←xi

(s, xi) + dGxi←xi
−{s}(xi, xj), dGxi←xi

−{xi}(s, xj))� þ¥ý|ñ�èjê�îèNþºý|ï ê�éfý�ê�þ½é�ê�þ¥ìfýhì'í
xi

ê�ì
xi

ìfý ��� ��ì�
�þ�|è�ï�ê�îè � é � ð|è�ïdì'í
csxi

éfý�
�ìfí
cxis

��ê�îè
ï�îìfç�ê�è4ï6ê�ë|é�ê�î|ïdþºý

G−{s}
é'ç�èbè4ÿ%ð�é � ê�ì�ê�îèqï�îìfç�ê�è4ï6êdë|é'ê�î|ï�þ¥ý

Gxi←xi
−{s}

� � ì��� �è
î|é � èX\

dGxi←xi
(s, xj) = min (dGxi←xi

(s, xi) + dG−{s}(xi, xj), dG−{xi}(s, xj))
�

7býLê�î|è�ì'ê�îè{ç�î|é'ý�
��Hé'í¹ê�è�ç�ê�î|è�éfñ�îþ¥è � è���è{ý�ê�ìfí/ï6ê�è{ë � ìfíwä � å%ìfç�þ�ê�î�� '�� � îè{ì%ç�è	� �
è{ý�ï ðç�è�ïqê�î|é'ê�ê�îèhï è{ê§ì'ídíÉè4éfï�þ�� � è � é � ðè4ïqíÉìfç

xi

þ¥ï
[−d(xi, s), +d(s, xi)]

� � î|è�åfç�é'ë|î
Gx1←xi

þ½ï�ê�îèVå%ç�éfëî
G
 wîè�ç�èVê�îè � é � ð|è�ï�ì'í

csxi

éfý�
 ì'í
cxis

î|é � èRç�è�ï�ë�è�ñ¡ê�þ � è ���
��è{è{ý?ï�è�ê§ê�ì

xi

é'ý�
Aê�ì
−xi

� � þ¥ý|ñ�è
xi ∈ [−d(xi, s), +d(s, xi)]

�
xi

þ½ï§é � é � þ�
 � é � ðè��
é'ý�
Sê�î�ð|ï	� � îè{ì%ç�è	� � ì%ý

Gx1←xi

ï ê�é'ê�è�ï�ê�î|é'ê�ê�îèVï�è�ê�ìfíjíÉè4éfï�þ�� � è � é � ðè4ï�ìfí
xi

þ½ï
[−dGx1←xi

(xi, s), +dGx1←xi
(s, xi)] = [xi, xi]

� � ì��
dGx1←xi

(s, xi) = xi

�
W=ì%ç�è�ì � è{ç9��íÉç�ì�� � îè�ìfç�è�� �  �èwî�é � è

d(s, xj) = max(xj)
� � îè{ç�è�íÉì%ç�è�ê�îèwëç�ìfë�ì%ï�þ�ê�þºì%ý

îì � 
ï	�
�

� è{ê
S
��èBê�îèNï è{ê�ì'í � éfç�þ½é�� � è�ï

xj

íÉì%ç� wî|þ¥ñ�î
xi + dG−{s}(xi, xj) > max(xj)

��ê�î|é'ê-U ï
ê�ì�ï�é �

dG−{s}(xi, xj) > max(xj)−xi = cxi,s +d(s, xj) = d(xi, xj)
� � ý
ìfê�îè�ç  �ì%çy
|ï��

S
þ½ïbê�îè
ï�è�êNì'í � é'ç�þ½é�� � è�ïBíÉìfçY wîþ½ñ�îRê�î|èÎï�îìfç�ê�è4ï6êjë|é�ê�î

dG−{s}(xi, xj)
þ¥ý

G − {s}
þ¥ï

åfç�è�é'ê�è�ç�ê�î|é'ýhê�î|è�ï îì%ç ê�è�ï êwë|é�ê�î
d(xi, xj)

þ¥ý
G
�

� îè{ý}��� � � ç�ìfë�ì%ï�þ�ê�þºì%ý ��� � ÿ�ð|é�ê�þºì%ý�'Nþ½ïdè�ÿ�ðþ � é � è{ý�êwê�ì \

xi = min(y)−
∑

xk∈S

max(xk)−
∑

xj∈X−(S∪{xi})

xi + dG−{s}(xi, xj)
S � T



���������
	������"�������� �� �����
�������������� � '-)

 wî|þ¥ñ�îÃþ½ïdè�ÿ�ðþ � é � è�ý�ê�ê�ì

xi =









1

|X | − |S|



min(y)−
∑

xk∈S

max(xk)−
∑

xj∈X−(S∪{xi})

dG−{s}(xi, xj)













S ):T

	 è�é'ç�èqýì, þ¥ýÃë�ì�ï þºê�þ¥ìfýÃê�ì 
�è*�ýè§é'ý=é � å%ìfç�þ�ê�î�� íÉìfç/ê�îè�ñ{ì���ëð�ê�é�ê�þºì%ý=ì'í
xi

þ¥ýRé'ý
þºê�è{ç�é�ê�þ � èX dé � � � îè]�%è � þ 
�è�éhìfí�ê�îè�é � åfì%ç�þºê�î��æþ½ïjê�î�é�ê! �è�ñ�é'ý |ý�
Fê�î|è � é � ð|è
ì'í

xi� � ï�è{è���þ¥ýåhíÉìfçNê�îè ��þºýþ��
é � ï�è�ê
S
ñ�ì%ý|ï�þ¥ï ê�è�ý%ê! wþºê�î � ÿ�ð|é'ê�þ¥ìfýJ)�� � è�ê

T
��è�é=ï�è�êqì'í

� é'ç�þ¥é�� � è�ïdé'ý�


α(T ) =









1

|X | − |T |



min(y)−
∑

xk∈T

max(xk)−
∑

xj∈X−(T∪{xi})

dG−{s}(xi, xj)













� í
T
þ½ï���þºýþ��
é � éfý�
Îþ�í

T
þ½ï�ê�î|èBï è{ê2ì'í � éfç�þ½é�� � è�ï

xj

íÉì%çH wîþ¥ñ�î
α(T )+dG−{s}(xi, xj) >

max(xj)
ê�îè�ý

xi = max(min(xi), α(T ))
�·ä þºý|þ�ê�þ¥é � ï è{ê

T
ñ{é'ý ��è 
è*|ýè9
 � � ê�îè

� é'ç�þ¥é�� � è�ï
xj

íÉìfçY wîþ½ñ�î
min(xi) + dG−{s}(xi, xj) > max(xj)

� � îè�ý���ê�îè�íÉì ��� ì, wþºýå
ëç�ì�ñ�è	
ðç�è
þ½ï�ç�è�ë�è4é�ê�è9
 \
ñ�ì��Îë|ð�ê�è

α(T )
é'ý�
 ñ�ì���ëðê�è�ê�îè�ý|è  ï�è�ê

T
é%ñ{ñ{ìfç/
�þºý|åÃê�ì

ê�î|è � é � ðè�ì'í
α(T )

� � î|þ¥ï§ëç�ì�ñ{è	
�ðç�è
þ½ï�ç�è{ë�è�é�ê�è	
Lðý�ê�þ � é K#Lë�ì%þºý�ê§þ½ï�ç�è�é%ñ�îè	
8�-ê�î|é'ê
þ½ï

T
þ½ï�ýì � ìfý|åfè{ç ��ì 
þ&|è9
 � � ê�îè�ý|è  ¾ëç�ì�ñ{è	
�ð|ç�è��Rä � åfìfç�þºê�î�� � þ��Îë � è	�Îè�ý�ê�ï§ê�îþ½ï

��è�ñ�î|éfýþ½ï#� � � îè/ë�ìfþ¥ý�ê�þ½ï)ê�î�é�êdýè  � é'ç�þ¥é�� � è�ï:�
é � ��èjé�
�
è	
�ê�ì
T
 wîè�ý
ê�îè � é � ðèBì'í

α(T )
þ½ïjï îþºí¹ê�è9
Rðë}� � ý�
�è{è9
8�

xi = α(T )
��è � ìfýå�ïBê�ì � è�ï�ïbéfý�
 � è�ï�ïbï�îì%ç ê�è�ï ê/ë|é�ê�î|ï	��é%ï

ê�î|è � é � ðè§ìfí
xi

þ¥ý|ñ�ç�è�é%ï è4ï�� � ì'ê�è�ê�î�é�êjê�îè � é � ð|è§ì'í
α(T )

ñ�ì���ëð�ê�è9
�� � ê�îè�íÉðý|ñ�ê�þ¥ìfý
���������
	��������� �
é � ��è
ï��
é ��� è�çbê�î|é'ý

min(xi)
 wîè{ý

min(y)

ì�è4ïjýì'êNþºý�ê�ç�ì�
�ð|ñ{èÎéfý �

ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê9� � î�é�ê-U ï� wî � ê�îþ¥ïwíÉðý|ñ¡ê�þºì%ýÃç�è{ê�ðç�ý|ï
max(α(T ), min(xi))

�
ä � åfì%ç�þºê�î�� � ñ�ì���ëðê�è�ï

xi

þ¥ý
é'ý
é�ê:��ì%ï ê
n
þºê�è�ç�é'ê�þ¥ìfý|ï)ï�þ¥ý|ñ�èBé'ê � è4éfï êHì%ýè � é'ç�þ¥é�� � è�þ½ï

ëð�ê�þºý
T
é�ê�è�éfñ�î�ï6ê�è{ë�� � îè/ê� �ìÎï ð��
ï�ñ{éfý ��èbðë�
é�ê�è	
�þ¥ý

O(1)
 wîè{ý�é§ýè  è � è	��è{ý�ê

þ½ïwé�
�
�è9
�ê�ì
T
�

��Ö�������É�4��Ð � � [ ì���ëð�ê�þ¥ýå
xi

�-Ó����'������� S ���������	��������� S ��� \
∆, xi

�������^\
xi

T�T
�

∆
\2ï ì%ç ê�è	
 � þ½ï6êBìfí

∆j = max(xj)− dG−{s}(xi, xj)
T ← ∅
α(T )← min(xi)���	������

T ← T ∪ {xj : ∆j < α(T )}

α(xi)←









1

|X | − |T |



min(y)−
∑

xk∈T

max(xk)−
∑

xj∈X−(T∪{xi})

dG−{s}(xi, xj)











Ó������ÑÖ � 
�ì�è�ïdýì]��ìfç�èqñ�î|é'ý|åfè
�����Ó���

max(α(T ), min(xi))



' 7 ������� � 	������"�������� �� �����
�������������� �

 è�íÉìfç�è2ï ê�é'ç�ê�þ¥ýå�ê�î|þ¥ï�é � åfìfç�þºê�î��� �è)î|é � è�ê�ìBñ�ì��Îë|ð�ê�èHê�îè�ï�îìfç�ê�è4ï6ê�ë|é'ê�î|ï
dG−{s}(xi, xj)

�
� îè�ë�ì%þºý�ê�þ¥ï§ê�î|é'ê�ê�îè

dG−{s}(xi, xj)
ñ{é'ý ��èÃñ�ì���ëð�ê�è9
:ìfý ê�îèhåfç�é'ë|î:ì'í/ç�è	
�ð�ñ�è	


ñ�ì�ï6ê�ï�� S � è{è � ç�ì%ë�è�ç ê � ��� T W=ìfç�è{ì � è{ç9��ê�îè4ï è§ï�îì%ç ê�è�ï ê/ë|é�ê�î 
�þ½ï6ê�é'ý|ñ{è�ïBî�é � èqìfý ��� ê�ì ��è
ñ�ì���ëð�ê�è9
Vì%ý|ñ�è�ï�þ¥ý|ñ�èÎê�î|è � 
ìhý|ì'ê�
�è�ë�è�ý�
AìfýAê�îè � é � ðè4ïNì'í�ê�îè 
ì��
é'þ¥ý|ï	� � ì���ê�îè
åfç�è�é'ê�è4ï6ê � é � ðè�ìfí

xj

 wîþ½ñ�îRþ½ï/ñ�ì%ý|ï�þ¥ï ê�è�ý%ê� wþ�ê�î
xi

ñ{é'ý���è 
è�ê�è�ç���þ¥ýè	
 � � ñ�ì���ëð�ê�þ¥ýå
dG−{s}(xi, xj)

ìfý ê�îèhåfç�é'ë|î?ì'í/ç�è	
ð|ñ�è9
?ñ�ì�ï6ê�ï�� � ìFëç�ìfë�é'å%é'ê�þ¥ìfý:ï ê�è{ë þ¥ïÎç�è�ÿ�ðþ¥ç�è9
 \
 wîè�ý

min(xi)
þ½ï§þ¥ý|ñ�ç�è�é%ï è9
Aþ�ê§þ½ï�ð�ï è � è4ï�ï�ê�ìRç�è�ñ{ìfý|ï�þ�
è{ç

min(xj)
þºí

xj

î|é%ï3��è{è{ý:ð|ë�5

é'ê�è	
 ��è�íÉì%ç�è

xi


�ð|ç�þ¥ýå�ï ê�è{ë1)�ìfíHê�îè�þ¥ý�ê�è�ç � é � ñ�ìfý�ï þ½ï6ê�è{ý|ñ �  � ê�è�ç�þ¥ýå�é � å%ìfç�þ�ê�î�� � S � è{è
ä � åfì%ç�þºê�î�� '�� T � î|þ¥ïjç�è�ï�ð � ê�ïbíÉç�ì�� � ç�ì%ë�ì�ï þºê�þ¥ìfýQ7& wîþ½ñ�îFï ê�é'ê�è4ï/ê�î|é�ê

−d(xi, s)
þ¥ïbê�îè

� ì, �è�ç ��ìfðý�
�ìfí
D∗(xi)

�

� è�ç�è�þ½ïBé�ï�îì%ç êBè #�é���ë � èNê�î|é�êbþ ��� ð�ï6ê�ç�é'ê�è�ïwê�îè�ëç�ì�ñ{è�ï�ïdë�è�ç íÉì%ç���è	
 � � é � åfìfç�þºê�î�� � �
[ ìfý�ï þ 
�è{ç�ê�îè [ ���

P1

è*|ýè9
 � � ê�îèNíÉì ��� ì, wþ¥ýå 
þ¥ï ê�éfý|ñ�èqñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê�ï]\

D∗(x1)
= [3, 10] D∗(x2)

= [1, 3] D∗(x3)
= [3, 5] D∗(x4)

= [5, 8] D∗(x5)
= [8, 10]

x2 ≤ x3 − 1 x3 ≤ x4 − 2 x4 ≤ x5 − 2 x1 ≤ x4 + 2� îè 
�þ½ï6ê�é'ý|ñ{èNåfç�é'ëîÃéfï�ï ì�ñ{þ¥é'ê�è	
�ê�ìÎê�î|è [ ���
P1

þ½ïdåfþ � è�ý � � ��þ¥åfðç�è � �

x5

x4

x3

x1

s

x2

10

−8
−2

−2

−1

2
10

−3 8

−5

5

−3

3

−1

� ���3&1*�,�� � R/þ½ï6ê�é'ý|ñ{èNåfç�é'ëîÃéfï�ï ì�ñ{þ¥é'ê�è	
�ê�ìÎê�î|è [ ���
P1

ä/ï�ï ð��Îè�ê�î|é'ê� �è! dé'ý�êwê�ì�ñ�ì���ëðê�è
x4
é�í¹ê�è{ç/é]��ì�
�þ��ñ{é'ê�þ¥ìfýÃì'í

min(y)
� � îè�
é'ê�é

ñ�ì���ëð�ê�èb��è�íÉì%ç�èjê�î|è�é � åfìfç�þºê�î�� ï ê�éfç ê�ïdé'ç�èjç�è{ë�ìfç�ê�è9
�þ¥ý � é�� � è '��

þ
max(i) dG−{s}(x4, i) ∆i = max(i)− dG−{s}(x4, i)' '�� � 


� ) 53) Z
) � 5 � <
� '��

∞ −∞

� 
 � $%, �



���������
	������"�������� �� �����
�������������� � ' �

� ðëë�ì%ï�è�ê�î|é�ê
min(y)

þ½ïbï�è�êbê�ì
26
� � þ¥ý|ñ�è

min(x4) = 5
� � éfç�þ½é�� � è�ï

x5
þ½ïbé�
�
�è	
Rê�ì

T
� � î�ð|ï��

α(T )← d 14 (26− (10)− (2− 3− 2))e = 5
� � ì � é'ç�þ¥é�� � èbþ¥ïdé�
�
�è	
�ê�ì

T
éfý�


ê�î|èNé � å%ìfç�þ�ê�î�� ç�è�ê�ðç�ý�ï
min(x4)

�
� ì, ï�ðëë�ì%ï�èwê�î|é'ê

min(y)
þ½ï�ï�îþ(8�ê�è	
�ð|ë�ê�ì

35
� � îè/ï�è�ê

T
ï ê�þ ��� ñ�ì%ý�ê�é'þ¥ý|ï

x5
é�ê2ê�îè

��è{åfþ¥ýýþ¥ýå]�ð�êbýì, 
α(T )

þ½ïwè�ÿ�ð|é � ê�ì
d 14 (35− (10)− (2− 3− 2))e = 7

� � î�ð|ï	�
x2
þ½ï

é�
�
�è	
�ê�ì
T
é'ý�


α(T )
þ½ïdï è{ê�ê�ì

d 13 (35− (10 + 3)− (2− 2))e = 8
� � îè�ý��

x3
þ¥ïdé�
�
�è	


ê�ì
T
éfý�


α(T )
þ½ï�ï�è�ê2ê�ì

d 13 (35− (10+3+5)− (2))e= 8
� � î|èdK#�è	
�ë�ìfþ¥ý�ê�þ½ï2ç�è�éfñ�î|è	


é'ý�
�ê�îè§é � åfì%ç�þºê�î�� ç�è{ê�ðç�ý|ï
8
ê�î�é�êbé%ñ¡ê�ð�é ����� ñ{ìfç�ç�è4ï ë�ìfý�
ï�ê�ì�ê�î|è�ï#�
é ��� è�ï ê � é � ð|èqì'í

x4 wîþ½ñ�î�þ½ïdþ¥ý%ê�è{ç � é � ñ�ì%ý|ï�þ¥ï ê�è�ý%êwþ¥ýhê�îè�ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�êwï � ï6ê�è��
P1 ∪ {min(y) = 35}

�

���G'�� � �32546$%,0/�� ��� �( ( &1, (

� îè
ï î|ìfç�ê�è�ï ê3
�þ½ï6ê�é'ý|ñ{è ��è�ê� �è{è�ýAè � è�ç �
xi

é'ý�
Aé ��� ì'ê�î|è{çqýì�
�è4ïqñ{é'ý ��è�ñ{ì���ëð�ê�è	

 wþºê�î;R/þ Ip��ï6ê�ç�é U ïHï�îìfç�ê�è4ï6êHë|é�ê�îÎé � å%ìfç�þ�ê�î��xìfý�ê�îèdå%ç�éfëî§ìfí|ç�è9
�ð|ñ{è	
Îñ�ì%ï ê�ï�þ¥ý

n×O(m+
n logn)

7/íbñ{ìfðç�ï�è��)ï þ¥ý|ñ{è& �è�î|é � è�ê�ìFñ�îè4ñ/�� wî|è�ê�î|è{ç�ê�îèhåfç�é'ëî ñ�ìfý�ê�é'þ¥ý|ï§ý|è{å%é'ê�þ � è
ñ � ñ � è4ï�ê�îè§ñ{ì%ï êBì'íHê�î|è�ï îì%ç ê�è�ï êBë|é�ê�î|ïd��è�ê� �è{è�ýÃê�îèb|ç�ï êbñ�ì%ý|ï þ 
�è�ç�è9


xi

é'ý�
hé ��� ì'ê�î|è{ç
ýì�
�è4ï  wþ ��� ��èbþºý

O(nm)
� � î|è/ï î|ìfç�ê�è�ï ê�ë|é'ê�î|ï�î|é � èwì%ý ��� ê�ì3��èbç�è4ñ�ì��Îë|ð�ê�è9
; wîè{ý�ê�îè

ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê�ïdñ�î|é'ýå%è�ïX�*�
∆j

ñ{éfý ��è
ñ�ì���ëðê�è	
Fþ¥ý
O(n)

ê�þ���è�� � ì%ç ê�þºýå
∆
ñ{ì%ï ê�ï

O(n log n)
 wîè{ç�è�é%ï

α(xi)ñ{éfý ��è�ñ{ì���ëð�ê�è	
Ãþ¥ýRñ�ìfý�ï6ê�é'ý�êdê�þ��Îè�é�êBè�é%ñ�îÃþ�ê�è{ç�é�ê�þ¥ìfý=ï ê�è�ë�� � îè�ý��ê�îè§ñ{ì���ëð�ê�é�ê�þ¥ìfý
ì'í

xi

ñ�é'ý ��è�é%ñ�îþ¥è � è9
�þ¥ý
O(n)

ê�þ���è��
� ì���ê�îè�ñ�ì%ï êbè�ý�íÉìfç�ñ�þ¥ýå�þºý�ê�è�ç � é � ñ{ìfý|ï�þ¥ï ê�è�ý|ñ � ì%ýRê�î|è

IS
ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%êjþ¥ï

n × O(m +
n logn)

ê�þ��Îè��
WRéfþºý�ê�éfþºý|þºýå�þ¥ý�ê�è{ç � é � ñ{ìfý|ï�þ½ï6ê�è{ý|ñ � ìfý

IS
é�í¹ê�è�çwê�î|è3��ì 
þ&�ñ�é�ê�þºì%ýhìfíHï�ì���è ��ìfðý�
=ñ{é'ý

��è3
�ìfýèNþ¥ý
n log(n)

ê�þ���è��

��à�� p,lvwybllp,ãNa

� ê�þ½ï�é � ï�ìqþºý�ï6ê�ç�ð|ñ�ê�þ � èwê�ì�ç�è��
é'çy�qê�î�é�ê�ì%ðç�é � å%ìfç�þ�ê�î�� ï ê�þ ���  �ìfçy��ï  wî|è{ý�ê�î|èBíÉðý|ñ�ê�þ¥ìfý
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