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C = {C1 : x1 + x2 = y, C2 : (x1 ≤ x2 − 1)} wî­è�ç�è
D(x1) = [0, 6], D(x2) = [1, 7]

éfý�

D(y) = [1, 13]

� � ý�ê�è{ç � é �
[a, b]


�è�ý­ì'ê�è�ïdê�î­è
ï�è�êwì'íHþºý�ê�è{åfè�ç

S = {k : a ≤ k ∧ k ≤ b}
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min(y)
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ñ�ì%ý|ï�þ¥ï ê�è�ý|ñ � þ½ï�ð­ý|é�� � èjê�ì
é%ñ�î­þºè � èNé'ý � 
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ìfí
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ì'í
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é'ý�
hê�î�ð|ï	��ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê
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  wî­è{ý
x2
ê�é��fè4ïwþºê�ï � é � ð|è�ïBþ¥ý

[1, 3]
� � ì��

� é � ð­è�ï
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þ¥ý
D(x2)
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�è � è�ê�è	
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éfý�

C2

þ½ï�è #­éfñ¡ê ���  wî�é�ê� wþ ��� ��èNë�è{ç�íÉìfçy��è	

ì%ý�å � ì��|é �
ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê � ���KW=ìfç�èbë|ç�è4ñ�þ½ï è ��� � � è{ê-\

•
éÎï�ð�� ñ�ìfý�ï6ê�ç�éfþºý�ê

Sum
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�ý­è	
 � �
y = Σi=n

i=1xi
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•
éÎï�è�êBìfíZ�|þºý|éfç � þ¥ý­è4ÿ%ð�é � þ�ê�þºè4ï

Ineq = {xi − xj ≤ cji, (i, j ∈ [1, n])}
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•
éÎï�è�êBìfí�
­ì��
é'þ¥ýhñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê�ï

Dom = {li ≤ xi ≤ ui, (i ∈ [1, n])}
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{Ineq ∪ Dom}
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S � T ��þ � ê�è{ç�þ¥ý­å
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� � þ¥ý%ê�è{ç � é � ñ�ì%ý|ï�þ¥ï ê�è�ý|ñ �
�
S ):T � ë�
­é�ê�þºý­å?ê�î­è���ìfð­ý�
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Ineq ∪

Dom ∪ {Sum}
�

� ê�è{ë�'�ñ�é'ý ��è�éfñ�î|þºè � è	
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­ð|ñ�è4ï-ê�î­èdý­ì'ê�é�ê�þºì%ý§é'ý�
§ç�è4ñ{é ��� ï�ê�î­è'�|éfï�þ½ñ{ï

ì'í [ ��� é'ý�
Ãìfí�ï î|ìfç�ê�è�ï ê/ë|é'ê�î|ïBê�î|é'êjéfç�è�ý|è{è	
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Ãì%ýVé�ï�ð��tñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê
é'ý�
:ìfý �|þºý|éfç � þ¥ý­è�ÿ�ð|é � þºê�þ¥è�ï	� � è�ñ�ê�þ¥ìfý 7�
�è*
�ý­è�ï�þºý�ê�è{ç � é � ñ{ìfý|ï�þ½ï6ê�è{ý|ñ � ì%ý?ê�î|è�å � ì��|é �
ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê � �  wî­þ � è � è�ñ¡ê�þºì%ý � 
�è{ê�éfþ � ï)ê�î­èbé � å%ìfç�þ�ê�î��ÌíÉì%ç:
|ý�
�þºý|å�é ��þ¥ý­þ���ð�� � é � ð­èBì'í
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 wþºê�îÃç�è�ï�ë�è4ñ¡êwê�ì�ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê�ï
Ineq ∪ Dom ∪ {Sum}
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� ý
ìfç/
�è{ç�ê�ì ��é��fèdê�î­þ¥ï2ë|é'ë�è{ç�ï�è � í 5,ñ�ìfý�ê�é'þ¥ý­è	
8�  �èwý­ì, þºý�ê�ç�ì�
�ð|ñ{èdê�î­èwç�è�ÿ�ð­þ¥ç�è	
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�ìfí [ ��� éfý�
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P = (X ,D, C)

þ¥ï.
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éÎï�è�êBìfí$#�ø�÷¡ùÑø:E$FG@¡õ

X = {x1, ..., xn}
�

•
éhï�è�ê

D = {D(x1), ..., D(xn)}
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D(xi)
þ½ïqé 
|ý­þºê�è
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éÎï�è�ê

C
ìfíHñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê�ï'��è�ê� �è{è{ý�ê�î|è � éfç�þ½é�� � è4ï��

äxê�ì'ê�é � ì%çy
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≺
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�ì���éfþºý�ï� wþ�ê�î­ìfð­ê � ì�ï�ï/ì'íHåfè{ý|è{ç�é � þ�ê � � 	 è

 wþ ��� 
�è�ý­ì'ê�èb� �
min(xi)

é'ý�

max(xi)

ê�î­è ��þºý­þ��
é � éfý�
�ê�î­è �
é,#�þ���é ��� é � ð|èjìfí
D(xi) � ç	� ê	��ê�ì

≺
�

|C|

�è�ý­ì'ê�è�ï�ê�î­è�ý�ð�����è{çHìfí�ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê�ï� wî­þ � è

|X |
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ï è{ê�ìfí � éfç�þ½é�� � è4ï

X(C) = (x1, ..., xr)
þ¥ï�é�ï�ð��|ï�è�ê

T (C)ì'í�ê�î­è [ é'ç�ê�è�ï�þ½é'ýqë­ç�ì�
�ð|ñ¡ê
D(x1)×...×D(xr)

ê�î|é'ê�ï�ë�è4ñ�þ�
|è�ï-ê�î|èNø/F Fºó,N�@CBdñ�ì����­þ¥ý|é'ê�þ¥ìfý|ï
ì'í � é � ð­è�ï�íÉìfçdê�î­è � é'ç�þ¥é�� � è�ï

(x1, ..., xr)
�2äBýhè � è���è�ý%êwìfí

D(x1)× ...×D(xr)
þ½ïwñ{é ��� è	


éÃö��4úAF(@Bìfý
X(C)
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Ãþ½ïBý­ìfê�è9

τ
�

τ [k]
þ¥ïBê�î­è

kth
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τ
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|X(C)|
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ä � é � ð­è

a
íÉì%ç
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þ½ïwìfí¹ê�è{ý�
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 � �

(x, a)
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C, x
Twþ½ïdê�î­èqë�ì%ï�þºê�þ¥ìfýhì'í

xþ¥ý
X(C)
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P = (X ,D, C)
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τ = (v1, . . . , vn)
þ¥ïÃé
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(3) ∀xi ∈ X : min(xi) ≥ min(y) −
P

xj∈X−{xi}
max(xj)
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qþ¥ýÎê�î­èwï�ð�� ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê	�
W=ì%ç�èbíÉìfçy�
é ����� �� �èNî|é � è \
�h�%×H���É������� ��Ø 
 @{ö

SUM(X, y)
EC@�øhõ ��ü ò�ó�ô|õ�ö*÷�ø'ù¹ô|ö �bø�ôAB

Ineq

E @�øhõ @�öjó��LE�ù¹ô�ø�÷ �
ù¹ôA@�� �|ø,F�ù¹ö*ù @�õ B @ �2ô @ BAó�ô

X = (x1, . . . , xr)
����Fºó:E�ø/Fdò�ó'ô­õ¡ö�÷�ø�ù¹ô|ö � �

(X, y, Ineq)
ù½õ B:@��

�2ô @CB4E��
ö
�K@�õ @�ödó��qö��4úAFG@¡õ
T (IS) �

T (IS) = {τ : τ
ù½õ§ø
ö��4úAF(@Îó��

X(IS) ∧
∑r

i=1 τ [i]− τ [index(IS, y)] = 0 ∧
∀(xi ≤ xj + cji) ∈ Ineq : τ [i] ≤ τ [j] + cji �

� ì 
�è*
�ý­è/þ¥ý�ê�è{ç � é � ñ�ì%ý|ï þ½ï ê�è{ý�ñ � íÉìfç5� ���  �èbî|é � èdê�ì§è$#�ê�è{ý�
�þºý­è4ÿ�ð|é � þ�ê�þºè4ï2ìfí � ç�ì%ë�ì�ï þ(5
ê�þ¥ìfý � þºý=ì%çy
�è�çwê�ì�ê�é��fèqþ¥ý%ê�ì�éfñ�ñ�ì%ð­ý�êBê�î­è��­þºý�é'ç � þ¥ý­è�ÿ�ð|é � þºê�þ¥è�ï.��è{ê� �è�è{ýÃê�î­è � é'ç�þ½é�� � è�ï



'�� ������� � 	������"
�������� 
�� �����
����
���������� �

þ¥ý � ì ��� è9
�þ¥ý�ê�î­è�ï ð�� ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê9�
� è{êbð|ïbî­þ¥åfî � þºå%î�êBê�î­þ½ïjë�ì%þºý�ê � � ñ�ì%ý|ï�þ�
�è�ç�þ¥ý­å�éfå%éfþºýhê�î|è�þ¥ý­þºê�þ½é � è$#­é���ë � è�� � ì, �|ê�î­è

ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%êdý­è{ê� �ì%ç��
þ½ïdè$#�ë­ç�è�ï�ï è9
9 wþºê�îÃì%ý­èNå � ì��|é � ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê ��� \
� �

({x1, x2}, y, {(x1 ≤ x2 − 1)}) wî|è{ç�è
D(x1) = [0, 6]

�
D(x2) = [1, 7]

éfý�

D(y) = [1, 13]

�
� ð­ë|ë�ì�ï èjê�î�é�ê

min(y)
þ¥ïBï�è�êdê�ì

6
� � ý­è�ÿ�ð|é � þºê � S ):T�ì'í � ç�ìfë�ì%ï�þ�ê�þºì%ý � ï ê�é�ê�è�ï�ê�î|é�ê*\

∀xi ∈ X : min(xi) ≥ min(y)−
∑

xj∈X−{xi}
max(xj)

�
� ì��­íÉìfç

x2
�  �èqî|é � è:\

min(x2) ≥ 6−max(x1).
� þ¥ý|ñ�è

max(x1) = 6
� � î­þ¥ï/þºý|è�ÿ�ð|é � þºê �

î­ì � 
­ï� wî­è{ý
min(x2)

þ½ï�è�ÿ�ð|é � ê�ì&'bé � ê�î­ìfð­å%î
ê�î|èjñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê
(x1 ≤ x2− 1)

þ½ï � þ¥ì � é�ê�è	

íÉìfç

x2 = 1
é'ý�


x1 = 6
�

� î�ð|ï	�%þ¥ý­è�ÿ�ð|é � þºê � S ):T:�§ð|ï êS��è��Îì�
�þ�
|è9

þºý�ìfç/
�è{ç2ê�ì�ê�é��%èBþºý�ê�ì�éfñ�ñ�ì%ð­ý�ê2ê�î­èNñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê
(x1 ≤ x2 − 1)

� W=ìfç�èjë­ç�è4ñ�þ½ï è ��� ��ê�î­è � é � ð­èNì'í
xi

éfý�
�ê�î­èqð­ë­ë�è{çd��ìfð|ý�
­ïdì'í
xj

ñ�ìfý�ï þ 
�5
è{ç�è	
�þ¥ý�þ¥ý­è�ÿ�ð|é � þºê � S ):Tdï�î­ìfð � 
hï�é'ê�þ½ï6í � ê�î­è�ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê�ï

(xi ≤ xj − cji)
ì'í
Ineq

�

� è{ê
min(xi←a)(xj)

é'ý�

max(xi←a)(xj)

ç�è�ï�ë�è4ñ¡ê�þ � è ��� ��èRê�î­è ��þ¥ý­þ��§ð�� é'ý�
 ê�î­è
�
é,#�þ��§ð�� � é � ð­è�ï�ì'í

D∗(xj)
 wî­þ½ñ�î ï�é'ê�þ½ï6í � ê�î|è �­þ¥ý|é'ç � þ¥ý­è4ÿ%ð�é � þ�ê�þºè4ï

Ineq

 wî­è{ý
xiþ½ïqþºý�ï6ê�é'ý�ê�þ½é�ê�è	
Aê�ì

a
� � ï�þ¥ý­å=ê�î|þ¥ï§ý­ì'ê�é�ê�þ¥ìfý}��þ¥ý­è�ÿ�ð|é � þºê � S ):T�ñ{é'ý ��è�ç�è  wç�þ�ê�ê�è�ý:þºýLê�î­è

íÉì ��� ì, wþºý­å�íÉìfçy� \
∀xi ∈ X : (xi ← a)⇒ a ≥ min(y)−

∑

j 6=i max(xi←a)(xj)� î­þ½ï/ý|è  »þ¥ý­è�ÿ�ð|é � þºê � 
�ì�è�ïbý­ì'êNî­ì � 
RíÉìfç
x2 = 1

é'ý�

x1 = 6

� � î­è�ï���é ��� è�ï ê � é � ð­è�ì'í
D∗(x2)

ê�î|é�ê/ï�é�ê�þ¥ï#
|è�ï�ê�î­þ¥ïBþºý­è4ÿ�ð|é � þ�ê � þ¥ï
4
�

� ì���þ¥ý�ê�è�ç � é � 5,ñ�ìfý�ï þ½ï6ê�è{ý|ñ � ì'í � ��ñ{é'ý ��è3
�è*
�ý­è	
hþ¥ý�ê�î­èNíÉì ��� ì, wþ¥ý­å; dé � \
�N
��|	����4�É�4�Ñ������Ø 
 @�ö

X ∪ {y}
E @
ø�õ @{ö�#�ø'÷¡ùÑø E F(@¡õ
ø�ô B F(@�ö#� �

(X, y, Ineq)
EC@
ø�û/Fºó:E�ø,F

õ ��ü ò�ó�ô|õ¡ö�÷�ø'ù¹ô|ö �
IS

ù½õqù¹ô|ö3@�÷ #�ø,F � ò�ó'ô­õ¡ù½õ¡ö @{ô|ö�ù 
 ö
�K@ ��ó,F Fºó/N)ù½ô�ûRò�ó�ô B�ù¹ö*ùÑó�ô­õ �|ó,F(B �
(1b) min(y) ≥

P

xi∈X
min(xi)

(2b) max(y) ≤
P

xi∈X
max(xi)

(3b) ∀xi ∈ X : min(xi) ≥ min(y) −
X

xj∈X−{xi}

max
(xi←min(xi))

(xj)

(4b) ∀xi ∈ X : max(xi) ≤ max(y) −
X

xj∈X−{xi}

min
(xi←max(xi))

(xj)

�N
������ �
�­ç�ì�� þºý­è4ÿ�ð|é � þ�ê�þºè4ï S '	� Tdé'ý�
 S � � T�þºêBç�è4ï ð � ê�ï�ê�î|é�êBñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê

SUM(X, y)
î­ì � 
­ï� wî­è�ý

y
þ½ï2ï�è�ê)ê�ì

min(y)
é'ý�
  wî­è�ý

y
þ¥ï�ï è{ê2ê�ì

max(y)
� � þ¥ý|ñ�è

y
ì�ñ{ñ{ð­ç�ï2ìfý ��� þ¥ý

SUM(X, y)
�

þºê�íÉì ��� ì, Bïqê�î|é'ê�� �Rþ½ï�þ¥ý�ê�è{ç � é � 5�ñ{ìfý|ï�þ½ï6ê�è{ý�êNíÉìfç
y
� � ý­è4ÿ%ð�é � þ�ê � S )��ATNè{ý|ï�ð­ç�è�ï�ê�î|é'ê���ìfê�î

ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê
SUM(X, y)

é'ý�
�ê�î­èjþºý­è4ÿ�ð|é � þ�ê�þºè4ï�ìfí
Ineq

î­ì � 
4 wî­è{ý
xi

þ¥ïdï�è�ê�ê�ì
min(xi)

�
� î­þ½ïdç�è4éfï�ìfý­þ¥ý­åÎç�è	�
é'þ¥ý|ï � é � þ 
�íÉìfçwþ¥ý­è�ÿ�ð|é � þºê � S 7�� T*�
[ ìfý � è{ç�ï è ��� �%þºêBþ¥ï�ê�ç�þ � þ¥é � ê�ì
ï�î­ì, ê�î�é�êBþ¥ý­è�ÿ�ð|é � þºê�þ¥è�ï S '�� T*� S � �AT;� S )�� T*�|é'ý�
 S 7�� T�î­ì � 
�þ�í
� �Îþ¥ïBþºý�ê�è�ç � é � 5,ñ�ì%ý|ï þ½ï ê�è{ý�ê9�

�

� î­è�ï�ñ�î­è	�Îè�ì'íwê�î­è�þ¥ý�ê�è{ç � é � ñ�ìfý�ï þ½ï6ê�è{ý|ñ � 
 � ê�è{ç�þºý­åAé � åfì%ç�þºê�î�� ì'í/ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê � �Rþ½ï
åfþ � è�ý�þ¥ýhä � å%ìfç�þ�ê�î�� '�� � î­þ½ïdé � åfìfç�þºê�î��¾þ½ï�ï ê�éfç ê�è	
9 wî­è{ý­è � è�ç�ì%ý­è���ìfð|ý�
�ìfí�é � éfç�þ½é�� � è
þ¥ý
X ∪ {y}

éfç�è ��ì�
�þ�
|è	
�� � ì'ê�è�ê�î|é�êÎï6ê�è{ë|ïL'�é'ý�
 � é'ç�è�ï � ï ê�è	�
é�ê�þ½ñ{é ����� ë�è{ç�íÉìfçy��è	

 wî­è�ý�þ¥ý�ê�è{ç � é � ñ{ìfý|ï�þ¥ï ê�è�ý|ñ � ì%ý � ��þ½ïwéfñ�î|þºè � è	
�íÉìfçdê�î­è 
|ç�ï êdê�þ���è�� � è�å%é'ê�þ � èqñ � ñ � è�ïdéfç�è
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�è{ê�è�ñ�ê�è9
�þ¥ýÃï6ê�è{ëJ'Nì'í)ä � åfìfç�þºê�î��O'��
� ýFê�î­è
ç�è�ï êqì'í�ê�î­þ½ïqë|é'ë�è{ç9�� �è; wþ ��� ìfý ��� 
­è�ê�éfþ � ê�î­è
ï�è�é'ç�ñ�îVë|ç�ì�ñ�è4ï�ïNìfí�ê�î­è ��þºý­þ��§ð��
� é � ð­èNì'íHé � é'ç�þ½é�� � è S ï ê�è{ë )ÎþºýÃä � åfì%ç�þºê�î��O'*T�ï�þºý|ñ{èjê�î­è�ï�é���è ��þ¥ý�
�ì'íHç�è4éfï�ìfý­þ¥ý­å�î­ì � 
­ï
íÉìfçBï�è�éfç�ñ�î|þºý­å �
é,#�þ���ð�� � é � ð­è4ï S ï ê�è�ë 7�þ¥ý=ä � åfìfç�þºê�î��O' T;�

��Ö�����
��É�4��Ð ��� ��þ � ê�è{ç�þºý|å � �]� � þºý�ê�è�ç � é � ñ{ìfý|ï�þ½ï6ê�è{ý|ñ �
S '*T � ý�ê�è{ç � é � ñ�ìfý�ï þºê�è�ý|ñ � þ¥ïjéfñ�î­þ¥è � è	
hìfý

SUM(X, y)
 wþºê�îFé'ýRé � åfì%ç�þºê�î��


�è{ç�þ � è	
�íÉç�ì�� � ç�ìfë�ì%ï�þºê�þ¥ìfý �  wî|è{ý­è � è{çwé ��ìfð­ý�
hìfí
y
þ½ïd��ì�
�þ�
|è	
8�

S � T � ý�ê�è{ç � é � ñ�ì%ý|ï�þ�ê�è{ý|ñ � þ½ï
éfñ�î|þºè � è	
?ìfý?ê�î­è=ñ�ì%ý,I6ð­ý|ñ�ê�þ¥ìfýSì'í.�­þ¥ý|éfç � þ¥ý�5
è�ÿ�ð|é � þºê�þ¥è�ï

Ineq ∪ Dom

 wþºê�îVé�ï î­ì%ç ê�è�ï êBë|é�ê�îVé � åfì%ç�þºê�î��  wî­è�ý­è � è{ç/é
��ì%ð­ý�
hì'íHï ì���è � éfç�þ½é�� � èNì'í

X
þ½ïd��ì�
�þ&
�è	
8�

S ):T �­ì%çhè � è�ç �Q� é'ç�þ¥é�� � è
x ∈ X

�/ê�î­è���þºý|þ���ð�� � é � ð­èAì'í
x
ï�é�ê�þ½ï í � þ¥ý­å

þºý|è�ÿ�ð|é � þºê � S )�� T� wþ ��� ��è�ñ�ì���ë­ð­ê�è	
 �
S 7 T �­ì%ç�è � è{ç � � éfç�þ½é�� � è

x ∈ X
�dê�î­è �
é,#�þ���ð�� � é � ð­èVìfí

x
ï�é�ê�þ½ï í � þ¥ý­å

þºý|è�ÿ�ð|é � þºê � S 7�� T� wþ ��� ��è�ñ�ì���ë­ð­ê�è	
��

�-à eÃã�����yBâBp,a/ot` ab_��	�=p,a/p
�=y��

� î­è/å%ì%é � þ¥ï2ê�ì 
�ý�
�ê�î|èbï���é ��� è�ï ê � é � ð­è
xi ∈ [min(xi), max(xi)]

ï ð|ñ�î�ê�î|é�ê�þºý|è�ÿ�ð|é � 5
þºê � S )�� T�ì'í � ç�ì%ë�ì�ï þºê�þ¥ìfý ZÎî­ì � 
­ï	� � êwíÉì ��� ì, Bï�íÉç�ì�� þºý­è4ÿ�ð|é � þ�ê � S )��AT2ê�î|é�ê

xi = min(y)−
∑

xj∈X−{xi}

max
(xi←xi)

(xj)
S '*T

� ì��� �èqî|é � è/ê�ì 
�è�ê�è{çy�Îþ¥ý­èjê�î|è � éfç�å%è�ï ê � é � ð­èqìfí
xj

 wî­þ½ñ�îÃþ¥ïwñ{ìfý|ï�þ¥ï ê�è�ý�ê� wþºê�î
xi

�
� î­è�é � åfì%ç�þºê�î�� þ¥ïd��éfï�è	
�ìfý�ê�î­èNíÉì ��� ì, wþºý|å�ë­ç�ìfë�è{ç�ê�þ¥è�ï-\

�N
��|	����4�É�4�Ñ���
��Ø 
 @�ö
dGxi←xi

(s, xj)
B @{ô�ó'ö @�ö
�K@�õ �­ó�÷¡ö3@�õ�ö2ú­ø'ö�� ��÷�ó'ü

s
ö�ó

xj

ù¹ô ö�� @
ûf÷�ø�ú �1B @{÷¡ù #,@ B ��÷�ó'ü

G
E �
ù¹ô­õ¡ö,ø�ô�ö�ùÑø'ö�ù¹ô�û

xi

N)ù¹ö
�
xi

���+�K@{ô �
max(xi←xi)(xj) = dGxi←xi

(s, xj)
�N
������ � � î­þ½ï�ë|ç�ì%ë�è�ç ê � ç�è�ï�ð � ê�ï�íÉç�ì�� � î­è{ì%ç�è	� �  wî­è�ý

Gxi←xi


�ì�è�ï�ý­ìfêdñ{ìfý�ê�éfþºý�é'ý �
ý­è�å%é�ê�þ � èjñ � ñ � è�� � è�å%é�ê�þ � èqñ � ñ � è�ïwéfç�èb
�è�ê�è�ñ�ê�è	
hþ¥ý=ï6ê�è{ëJ'Nì'í)ä � åfìfç�þºê�î��O'�� � ì��­þºí�ê�î­è�ç�è
è$#�þ½ï6ê�ïbé�ý­è�å%é�ê�þ � è�ñ � ñ � è���þ�êqî|é%ï.��è{è�ýFþ¥ý�ê�ç�ì 
­ð|ñ�è9
 � � ê�î­è�þ¥ý|ï6ê�é'ý�ê�þ½é�ê�þºì%ýRì'í

xi

 wþºê�î
xiþ¥ý

Gxi←xi

�
� ð­ë|ë�ì�ï èdê�î|é�ê)ê�î­èwþºý�ï6ê�é'ý�ê�þ½é�ê�þºì%ýÎìfí

xi

 wþºê�î
xi

þºý�ê�ç�ì�
�ð|ñ{è�ï)éNý­è�å%é�ê�þ � èwñ � ñ � èdþºý
Gxi←xi

�
� î­þ½ï�ñ � ñ � è9 �ìfð � 
?ñ�ì%ý�ê�é'þ¥ý

xi

�2ï�ìQ �è9 �ìfð � 
:î|é � è
d(s, xi) + d(xi, s) < 0

éfý�
Lê�î�ð|ï
xi −min(xi) < 0

 wî­þ¥ñ�î  �ìfð � 
 ��èqþ¥ýhñ{ìfý�ê�ç�é�
­þ¥ñ�ê�þ¥ìfý  wþ�ê�î
xi ∈ [min(xi), max(xi)] �

� ì=ñ{ì���ë­ð�ê�è
dGxi←xi

(s, xj)
è � ñ{þºè�ý%ê ��� �� �èÎî�é � è�ê�ìÃè�ï ê�é�� � þ½ï�îFé � þ¥ý�� ��è�ê� �è{è�ýVê�î­è

ï�î­ìfç�ê�è4ï6ê�ë|é�ê�î|ïdþºý
G
éfý�
�ê�î­èNìfý­è4ï�þ¥ý

Gxi←xi

� ìfê�î­è�ç? wþ½ï�è� �è] �ìfð � 
�î|é � è/ê�ì�ñ�ì���ë­ð­ê�è
ê�î|è�ï�î­ìfç�ê�è4ï6ê/ë�é�ê�î�ïjé'êbè4éfñ�îRï ê�è{ëVìfýVé�ý­è  å%ç�éfë­î�� � î|è�íÉì ��� ì, wþºý­å�ë­ç�ì%ë�ì�ï þºê�þ¥ìfý�ïBî­è � ë
ð|ï�ê�ìÎè4ï6ê�é�� � þ½ï î=ï�ð|ñ�îhé�ñ{ìfý­ý­è4ñ¡ê�þºì%ý��
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�N
��|	����4�É�4�Ñ�����-Ø 
 @�ö
G = (X, U).

∀s, xi, xj ∈ X : dG(s, xj) = min (dG(s, xi) + dG−{s}(xi, xj), dG−{xi}(s, xj))

�N
������ � ��þºç�ï6ê9� � è�ê�ð�ï�ç�è4ñ{é ��� ê�î|é'ê�þºý éAåfç�é'ë|î  wþºê�î­ì%ð�ê�ý­è{å�é�ê�þ � èhñ � ñ � è4ï���þ�ê�è #�þ¥ï ê�ï
é
ï�þ���ë � èbï�î­ìfç�ê�è4ï6ê�ë|é�ê�î4 wî­è�ý­è � è{çdé§ï�î­ìfç�ê�è4ï6ê�ë�é�ê�î�è$#�þ½ï6ê�ï�� � ì��: �èbî�é � èwê�ì§è$#­é��Îþ¥ý­è/ê� �ì
ñ{é%ï è4ï \

S '*T � ìBï�þ���ë � è�ï�î­ìfç�ê�è4ï6ê«ë|é'ê�îNíÉç�ì��
s
ê�ì

xj

ñ{ìfý�ê�éfþºý�ï
xi

� � î­è�ý��* �è)î|é � è
dG(s, xj) =

dG−{xi}(s, xj)
éfý�
�ê�î­èqë­ç�ìfë�ì%ï�þºê�þ¥ìfý�î|ì � 
­ï��

S � T � ì���èVï�þ���ë � èVï�î­ìfç�ê�è4ï6ê�ë�é�ê�î
P
íÉç�ì��

s
ê�ì

xj

ñ�ì%ý%ê�é'þ¥ý|ï
xi

� � î|é�ê*U ï�ê�ì ï�é �
P = dG(s, xi) + dG(xi, s)

� � þºý�ñ�è
dG(s, xi)

ñ�ì%ý�ê�é'þ¥ý|ï
xi

�
s
ñ{éfý­ý­ìfêX��è � ì%ý­å�ê�ì

dG(xi, s)
é'ý�
  �èNî|é � è

dG(s, xj) = dG(s, xi) + dG−{s}(xi, xj)
�
�

� è #�ê
ë­ç�ìfë�è{ç�ê � ï6ê�é�ê�è�ï�ê�î|é'êÎþºí/ê�î­è=ï î|ìfç�ê�è�ï ê�ë�é�ê�î íÉç�ì��
s
ê�ì

xj

åfì�è�ï�ê�î|ç�ì%ð­åfî
xi wî­è�ý

xi

þ¥ï�þ¥ý|ï6ê�é'ý�ê�þ½é�ê�è	
§ê�ì
xi

��ê�î­è{ý
max(xi←xi)(xj) = xi +dG−{s}(xi, xj)

�'ì'ê�î­è{ç  wþ½ï è
max(xi←xi)(xj) = max(xj)

�

�N
��|	����4�É�4�Ñ�����-Ø 	 ��ö @{÷qö�� @�ø%ò ��ù @ #,@{ü;@{ô|öBó��jõ¡ö3@�ú�õ���ø�ô B��=ó�� 	 F û�ó�÷¡ù¹ö
��ü��4N�@ �|ø #,@ �
max(xi←xi)(xj) = min (xi + dG−{s}(xi, xj), max(xj))

�N
������ � � ç�ìfë�ì%ï�þ�ê�þºì%ý 
�ï ê�é'ê�è�ï�íÉì%çdê�î­èqå%ç�éfë­î
Gxi←xi

\

dGxi←xi
(s, xj) = min (dGxi←xi

(s, xi) + dGxi←xi
−{s}(xi, xj), dGxi←xi

−{xi}(s, xj))� þ¥ý|ñ�èjê�î­èNþºý|ï ê�éfý�ê�þ½é�ê�þ¥ìfýhì'í
xi

ê�ì
xi

ìfý ��� ��ì�
�þ�
|è�ï�ê�î­è � é � ð|è�ïdì'í
csxi

éfý�
�ìfí
cxis

��ê�î­è
ï�î­ìfç�ê�è4ï6ê�ë|é�ê�î|ïdþºý

G−{s}
é'ç�èbè4ÿ%ð�é � ê�ì�ê�î­èqï�î­ìfç�ê�è4ï6êdë|é'ê�î|ï�þ¥ý

Gxi←xi
−{s}

� � ì��� �è
î|é � èX\

dGxi←xi
(s, xj) = min (dGxi←xi

(s, xi) + dG−{s}(xi, xj), dG−{xi}(s, xj))
�

7býLê�î|è�ì'ê�î­è{ç�î|é'ý�
��Hé'í¹ê�è�ç�ê�î|è�éfñ�î­þ¥è � è���è{ý�ê�ìfí/ï6ê�è{ë � ìfíwä � å%ìfç�þ�ê�î�� '�� � î­è{ì%ç�è	� �
è{ý�ï ð­ç�è�ïqê�î|é'ê�ê�î­èhï è{ê§ì'ídíÉè4éfï�þ�� � è � é � ð­è4ïqíÉìfç

xi

þ¥ï
[−d(xi, s), +d(s, xi)]

� � î|è�åfç�é'ë|î
Gx1←xi

þ½ï�ê�î­èVå%ç�éfë­î
G
 wî­è�ç�èVê�î­è � é � ð|è�ï�ì'í

csxi

éfý�
 ì'í
cxis

î|é � èRç�è�ï�ë�è�ñ¡ê�þ � è ���
��è{è{ý?ï�è�ê§ê�ì

xi

é'ý�
Aê�ì
−xi

� � þ¥ý|ñ�è
xi ∈ [−d(xi, s), +d(s, xi)]

�
xi

þ½ï§é � é � þ�
 � é � ð­è��
é'ý�
Sê�î�ð|ï	� � î­è{ì%ç�è	� � ì%ý

Gx1←xi

ï ê�é'ê�è�ï�ê�î|é'ê�ê�î­èVï�è�ê�ìfíjíÉè4éfï�þ�� � è � é � ð­è4ï�ìfí
xi

þ½ï
[−dGx1←xi

(xi, s), +dGx1←xi
(s, xi)] = [xi, xi]

� � ì��
dGx1←xi

(s, xi) = xi

�
W=ì%ç�è�ì � è{ç9��íÉç�ì�� � î­è�ìfç�è�� �  �èwî�é � è

d(s, xj) = max(xj)
� � î­è{ç�è�íÉì%ç�è�ê�î­èwë­ç�ìfë�ì%ï�þ�ê�þºì%ý

î­ì � 
­ï	�
�

� è{ê
S
��èBê�î­èNï è{ê�ì'í � éfç�þ½é�� � è�ï

xj

íÉì%ç� wî|þ¥ñ�î
xi + dG−{s}(xi, xj) > max(xj)

��ê�î|é'ê-U ï
ê�ì�ï�é �

dG−{s}(xi, xj) > max(xj)−xi = cxi,s +d(s, xj) = d(xi, xj)
� � ý
ìfê�î­è�ç  �ì%çy
|ï��

S
þ½ïbê�î­è
ï�è�êNì'í � é'ç�þ½é�� � è�ïBíÉìfçY wî­þ½ñ�îRê�î|èÎï�î­ìfç�ê�è4ï6êjë|é�ê�î

dG−{s}(xi, xj)
þ¥ý

G − {s}
þ¥ï

åfç�è�é'ê�è�ç�ê�î|é'ýhê�î|è�ï î­ì%ç ê�è�ï êwë|é�ê�î
d(xi, xj)

þ¥ý
G
�

� î­è{ý}��� � � ç�ìfë�ì%ï�þ�ê�þºì%ý ��� � ÿ�ð|é�ê�þºì%ý�'Nþ½ïdè�ÿ�ð­þ � é � è{ý�êwê�ì \

xi = min(y)−
∑

xk∈S

max(xk)−
∑

xj∈X−(S∪{xi})

xi + dG−{s}(xi, xj)
S � T
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 wî|þ¥ñ�îÃþ½ïdè�ÿ�ð­þ � é � è�ý�ê�ê�ì

xi =









1

|X | − |S|



min(y)−
∑

xk∈S

max(xk)−
∑

xj∈X−(S∪{xi})

dG−{s}(xi, xj)













S ):T

	 è�é'ç�èqý­ì, þ¥ýÃë�ì�ï þºê�þ¥ìfýÃê�ì 
�è*
�ý­è§é'ý=é � å%ìfç�þ�ê�î�� íÉìfç/ê�î­è�ñ{ì���ë­ð�ê�é�ê�þºì%ý=ì'í
xi

þ¥ýRé'ý
þºê�è{ç�é�ê�þ � èX dé � � � î­è]�%è � þ 
�è�éhìfí�ê�î­è�é � åfì%ç�þºê�î��æþ½ïjê�î�é�ê! �è�ñ�é'ý 
|ý�
Fê�î|è � é � ð|è
ì'í

xi� � ï�è{è���þ¥ý­åhíÉìfçNê�î­è ��þºý­þ��
é � ï�è�ê
S
ñ�ì%ý|ï�þ¥ï ê�è�ý%ê! wþºê�î � ÿ�ð|é'ê�þ¥ìfýJ)�� � è�ê

T
��è�é=ï�è�êqì'í

� é'ç�þ¥é�� � è�ïdé'ý�


α(T ) =









1

|X | − |T |



min(y)−
∑

xk∈T

max(xk)−
∑

xj∈X−(T∪{xi})

dG−{s}(xi, xj)













� í
T
þ½ï���þºý­þ��
é � éfý�
Îþ�í

T
þ½ï�ê�î|èBï è{ê2ì'í � éfç�þ½é�� � è�ï

xj

íÉì%çH wî­þ¥ñ�î
α(T )+dG−{s}(xi, xj) >

max(xj)
ê�î­è�ý

xi = max(min(xi), α(T ))
�·ä þºý|þ�ê�þ¥é � ï è{ê

T
ñ{é'ý ��è 
­è*
|ý­è9
 � � ê�î­è

� é'ç�þ¥é�� � è�ï
xj

íÉìfçY wî­þ½ñ�î
min(xi) + dG−{s}(xi, xj) > max(xj)

� � î­è�ý���ê�î­è�íÉì ��� ì, wþºý­å
ë­ç�ì�ñ�è	
­ð­ç�è
þ½ï�ç�è�ë�è4é�ê�è9
 \
ñ�ì��Îë|ð�ê�è

α(T )
é'ý�
 ñ�ì���ë­ð­ê�è�ê�î­è�ý|è  ï�è�ê

T
é%ñ{ñ{ìfç/
�þºý|åÃê�ì

ê�î|è � é � ð­è�ì'í
α(T )

� � î|þ¥ï§ë­ç�ì�ñ{è	
�ð­ç�è
þ½ï�ç�è{ë�è�é�ê�è	
Lð­ý�ê�þ � é 
K#Lë�ì%þºý�ê§þ½ï�ç�è�é%ñ�î­è	
8�-ê�î|é'ê
þ½ï

T
þ½ï�ý­ì � ìfý|åfè{ç ��ì 
­þ&
|è9
 � � ê�î­è�ý|è  ¾ë­ç�ì�ñ{è	
�ð|ç�è��Rä � åfìfç�þºê�î�� � þ��Îë � è	�Îè�ý�ê�ï§ê�î­þ½ï

��è�ñ�î|éfý­þ½ï#� � � î­è/ë�ìfþ¥ý�ê�þ½ï)ê�î�é�êdý­è  � é'ç�þ¥é�� � è�ï:�
é � ��èjé�
�
­è	
�ê�ì
T
 wî­è�ý
ê�î­è � é � ð­èBì'í

α(T )
þ½ïjï î­þºí¹ê�è9
Rð­ë}� � ý�
�è{è9
8�

xi = α(T )
��è � ìfý­å�ïBê�ì � è�ï�ïbéfý�
 � è�ï�ïbï�î­ì%ç ê�è�ï ê/ë|é�ê�î|ï	��é%ï

ê�î|è � é � ð­è§ìfí
xi

þ¥ý|ñ�ç�è�é%ï è4ï�� � ì'ê�è�ê�î�é�êjê�î­è � é � ð|è§ì'í
α(T )

ñ�ì���ë­ð�ê�è9
�� � ê�î­è�íÉð­ý|ñ�ê�þ¥ìfý
���������
	��
������� �
é � ��è
ï��
é ��� è�çbê�î|é'ý

min(xi)
 wî­è{ý

min(y)

­ì�è4ïjý­ì'êNþºý�ê�ç�ì�
�ð|ñ{èÎéfý �

ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê9� � î�é�ê-U ï� wî � ê�î­þ¥ïwíÉð­ý|ñ¡ê�þºì%ýÃç�è{ê�ð­ç�ý|ï
max(α(T ), min(xi))

�
ä � åfì%ç�þºê�î�� � ñ�ì���ë­ð­ê�è�ï

xi

þ¥ý
é'ý
é�ê:��ì%ï ê
n
þºê�è�ç�é'ê�þ¥ìfý|ï)ï�þ¥ý|ñ�èBé'ê � è4éfï êHì%ý­è � é'ç�þ¥é�� � è�þ½ï

ë­ð�ê�þºý
T
é�ê�è�éfñ�î�ï6ê�è{ë�� � î­è/ê� �ìÎï ð��
ï�ñ{éfý ��èbð­ë�
­é�ê�è	
�þ¥ý

O(1)
 wî­è{ý�é§ý­è  è � è	��è{ý�ê

þ½ïwé�
�
�è9
�ê�ì
T
�

��Ö�����
��É�4��Ð � � [ ì���ë­ð�ê�þ¥ý­å
xi

�-Ó����'������� S �����
����	��
������� S ��� \
∆, xi

�������^\
xi

T�T
�

∆
\2ï ì%ç ê�è	
 � þ½ï6êBìfí

∆j = max(xj)− dG−{s}(xi, xj)
T ← ∅
α(T )← min(xi)
���	������

T ← T ∪ {xj : ∆j < α(T )}

α(xi)←









1

|X | − |T |



min(y)−
∑

xk∈T

max(xk)−
∑

xj∈X−(T∪{xi})

dG−{s}(xi, xj)











Ó������ÑÖ � 
�ì�è�ïdý­ì]��ìfç�èqñ�î|é'ý|åfè

�����Ó�
��

max(α(T ), min(xi))
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 è�íÉìfç�è2ï ê�é'ç�ê�þ¥ý­å�ê�î|þ¥ï�é � åfìfç�þºê�î��� �è)î|é � è�ê�ìBñ�ì��Îë|ð�ê�èHê�î­è�ï�î­ìfç�ê�è4ï6ê�ë|é'ê�î|ï
dG−{s}(xi, xj)

�
� î­è�ë�ì%þºý�ê�þ¥ï§ê�î|é'ê�ê�î­è

dG−{s}(xi, xj)
ñ{é'ý ��èÃñ�ì���ë­ð�ê�è9
:ìfý ê�î­èhåfç�é'ë|î:ì'í/ç�è	
�ð�ñ�è	


ñ�ì�ï6ê�ï�� S � è{è � ç�ì%ë�è�ç ê � ��� T W=ìfç�è{ì � è{ç9��ê�î­è4ï è§ï�î­ì%ç ê�è�ï ê/ë|é�ê�î 
�þ½ï6ê�é'ý|ñ{è�ïBî�é � èqìfý ��� ê�ì ��è
ñ�ì���ë­ð�ê�è9
Vì%ý|ñ�è�ï�þ¥ý|ñ�èÎê�î|è � 
­ìhý|ì'ê�
�è�ë�è�ý�
AìfýAê�î­è � é � ð­è4ïNì'í�ê�î­è 
­ì��
é'þ¥ý|ï	� � ì���ê�î­è
åfç�è�é'ê�è4ï6ê � é � ð­è�ìfí

xj

 wî­þ½ñ�îRþ½ï/ñ�ì%ý|ï�þ¥ï ê�è�ý%ê� wþ�ê�î
xi

ñ{é'ý���è 
­è�ê�è�ç���þ¥ý­è	
 � � ñ�ì���ë­ð�ê�þ¥ý­å
dG−{s}(xi, xj)

ìfý ê�î­èhåfç�é'ë|î?ì'í/ç�è	
­ð|ñ�è9
?ñ�ì�ï6ê�ï�� � ìFë­ç�ìfë�é'å%é'ê�þ¥ìfý:ï ê�è{ë þ¥ïÎç�è�ÿ�ð­þ¥ç�è9
 \
 wî­è�ý

min(xi)
þ½ï§þ¥ý|ñ�ç�è�é%ï è9
Aþ�ê§þ½ï�ð�ï è � è4ï�ï�ê�ìRç�è�ñ{ìfý|ï�þ�
­è{ç

min(xj)
þºí

xj

î|é%ï3��è{è{ý:ð|ë�5

­é'ê�è	
 ��è�íÉì%ç�è

xi


�ð|ç�þ¥ý­å�ï ê�è{ë1)�ìfíHê�î­è�þ¥ý�ê�è�ç � é � ñ�ìfý�ï þ½ï6ê�è{ý|ñ � 
 � ê�è�ç�þ¥ý­å�é � å%ìfç�þ�ê�î�� � S � è{è
ä � åfì%ç�þºê�î�� '�� T � î|þ¥ïjç�è�ï�ð � ê�ïbíÉç�ì�� � ç�ì%ë�ì�ï þºê�þ¥ìfýQ7& wî­þ½ñ�îFï ê�é'ê�è4ï/ê�î|é�ê

−d(xi, s)
þ¥ïbê�î­è

� ì, �è�ç ��ìfð­ý�
�ìfí
D∗(xi)

�

� è�ç�è�þ½ïBé�ï�î­ì%ç êBè #�é���ë � èNê�î|é�êbþ ��� ð�ï6ê�ç�é'ê�è�ïwê�î­è�ë­ç�ì�ñ{è�ï�ïdë�è�ç íÉì%ç���è	
 � � é � åfìfç�þºê�î�� � �
[ ìfý�ï þ 
�è{ç�ê�î­è [ ���

P1

­è*
|ý­è9
 � � ê�î­èNíÉì ��� ì, wþ¥ý­å 
­þ¥ï ê�éfý|ñ�èqñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê�ï]\

D∗(x1)
= [3, 10] D∗(x2)

= [1, 3] D∗(x3)
= [3, 5] D∗(x4)

= [5, 8] D∗(x5)
= [8, 10]

x2 ≤ x3 − 1 x3 ≤ x4 − 2 x4 ≤ x5 − 2 x1 ≤ x4 + 2� î­è 
�þ½ï6ê�é'ý|ñ{èNåfç�é'ë­îÃéfï�ï ì�ñ{þ¥é'ê�è	
�ê�ìÎê�î|è [ ���
P1

þ½ïdåfþ � è�ý � � ��þ¥åfð­ç�è � �

x5

x4

x3

x1

s

x2

10

−8
−2

−2

−1

2
10

−3 8

−5

5

−3

3

−1

� ���3&1*�,�� � R/þ½ï6ê�é'ý|ñ{èNåfç�é'ë­îÃéfï�ï ì�ñ{þ¥é'ê�è	
�ê�ìÎê�î|è [ ���
P1

ä/ï�ï ð��Îè�ê�î|é'ê� �è! dé'ý�êwê�ì�ñ�ì���ë­ð­ê�è
x4
é�í¹ê�è{ç/é]��ì�
�þ�
�ñ{é'ê�þ¥ìfýÃì'í

min(y)
� � î­è�
­é'ê�é

ñ�ì���ë­ð�ê�èb��è�íÉì%ç�èjê�î|è�é � åfìfç�þºê�î�� ï ê�éfç ê�ïdé'ç�èjç�è{ë�ìfç�ê�è9
�þ¥ý � é�� � è '��

þ
max(i) dG−{s}(x4, i) ∆i = max(i)− dG−{s}(x4, i)' '�� � 


� ) 53) Z
) � 5 � <
� '��

∞ −∞

� 
 � $%, �
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� ð­ë­ë�ì%ï�è�ê�î|é�ê
min(y)

þ½ïbï�è�êbê�ì
26
� � þ¥ý|ñ�è

min(x4) = 5
� � éfç�þ½é�� � è�ï

x5
þ½ïbé�
�
�è	
Rê�ì

T
� � î�ð|ï��

α(T )← d 14 (26− (10)− (2− 3− 2))e = 5
� � ì � é'ç�þ¥é�� � èbþ¥ïdé�
�
�è	
�ê�ì

T
éfý�


ê�î|èNé � å%ìfç�þ�ê�î�� ç�è�ê�ð­ç�ý�ï
min(x4)

�
� ì, ï�ð­ë­ë�ì%ï�èwê�î|é'ê

min(y)
þ½ï�ï�î­þ(8�ê�è	
�ð|ë�ê�ì

35
� � î­è/ï�è�ê

T
ï ê�þ ��� ñ�ì%ý�ê�é'þ¥ý|ï

x5
é�ê2ê�î­è

��è{åfþ¥ý­ý­þ¥ý­å]�­ð�êbý­ì, 
α(T )

þ½ïwè�ÿ�ð|é � ê�ì
d 14 (35− (10)− (2− 3− 2))e = 7

� � î�ð|ï	�
x2
þ½ï

é�
�
�è	
�ê�ì
T
é'ý�


α(T )
þ½ïdï è{ê�ê�ì

d 13 (35− (10 + 3)− (2− 2))e = 8
� � î­è�ý��

x3
þ¥ïdé�
�
�è	


ê�ì
T
éfý�


α(T )
þ½ï�ï�è�ê2ê�ì

d 13 (35− (10+3+5)− (2))e= 8
� � î|èd
K#�è	
�ë�ìfþ¥ý�ê�þ½ï2ç�è�éfñ�î|è	


é'ý�
�ê�î­è§é � åfì%ç�þºê�î�� ç�è{ê�ð­ç�ý|ï
8
ê�î�é�êbé%ñ¡ê�ð�é ����� ñ{ìfç�ç�è4ï ë�ìfý�
­ï�ê�ì�ê�î|è�ï#�
é ��� è�ï ê � é � ð|èqì'í

x4 wî­þ½ñ�î�þ½ïdþ¥ý%ê�è{ç � é � ñ�ì%ý|ï�þ¥ï ê�è�ý%êwþ¥ýhê�î­è�ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�êwï � ï6ê�è��
P1 ∪ {min(y) = 35}

�

���G'�� � �32546$%,0/�� ��� �
( ( &1, (

� î­è
ï î|ìfç�ê�è�ï ê3
�þ½ï6ê�é'ý|ñ{è ��è�ê� �è{è�ýAè � è�ç �
xi

é'ý�
Aé ��� ì'ê�î|è{çqý­ì�
�è4ïqñ{é'ý ��è�ñ{ì���ë­ð�ê�è	

 wþºê�î;R/þ Ip��ï6ê�ç�é U ïHï�î­ìfç�ê�è4ï6êHë|é�ê�îÎé � å%ìfç�þ�ê�î��xìfý�ê�î­èdå%ç�éfë­î§ìfí|ç�è9
�ð|ñ{è	
Îñ�ì%ï ê�ï�þ¥ý

n×O(m+
n logn)

7/íbñ{ìfð­ç�ï�è��)ï þ¥ý|ñ{è& �è�î|é � è�ê�ìFñ�î­è4ñ/�� wî|è�ê�î|è{ç�ê�î­èhåfç�é'ë­î ñ�ìfý�ê�é'þ¥ý|ï§ý|è{å%é'ê�þ � è
ñ � ñ � è4ï�ê�î­è§ñ{ì%ï êBì'íHê�î|è�ï î­ì%ç ê�è�ï êBë|é�ê�î|ïd��è�ê� �è{è�ýÃê�î­èb
|ç�ï êbñ�ì%ý|ï þ 
�è�ç�è9


xi

é'ý�
hé ��� ì'ê�î|è{ç
ý­ì�
�è4ï  wþ ��� ��èbþºý

O(nm)
� � î|è/ï î|ìfç�ê�è�ï ê�ë|é'ê�î|ï�î|é � èwì%ý ��� ê�ì3��èbç�è4ñ�ì��Îë|ð�ê�è9
; wî­è{ý�ê�î­è

ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê�ïdñ�î|é'ý­å%è�ïX�*�
∆j

ñ{éfý ��è
ñ�ì���ë­ð­ê�è	
Fþ¥ý
O(n)

ê�þ���è�� � ì%ç ê�þºý­å
∆
ñ{ì%ï ê�ï

O(n log n)
 wî­è{ç�è�é%ï

α(xi)ñ{éfý ��è�ñ{ì���ë­ð�ê�è	
Ãþ¥ýRñ�ìfý�ï6ê�é'ý�êdê�þ��Îè�é�êBè�é%ñ�îÃþ�ê�è{ç�é�ê�þ¥ìfý=ï ê�è�ë�� � î­è�ý��­ê�î­è§ñ{ì���ë­ð�ê�é�ê�þ¥ìfý
ì'í

xi

ñ�é'ý ��è�é%ñ�î­þ¥è � è9
�þ¥ý
O(n)

ê�þ���è��
� ì���ê�î­è�ñ�ì%ï êbè�ý�íÉìfç�ñ�þ¥ý­å�þºý�ê�è�ç � é � ñ{ìfý|ï�þ¥ï ê�è�ý|ñ � ì%ýRê�î|è

IS
ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%êjþ¥ï

n × O(m +
n logn)

ê�þ��Îè��
WRéfþºý�ê�éfþºý|þºý­å�þ¥ý�ê�è{ç � é � ñ{ìfý|ï�þ½ï6ê�è{ý|ñ � ìfý

IS
é�í¹ê�è�çwê�î|è3��ì 
­þ&
�ñ�é�ê�þºì%ýhìfíHï�ì���è ��ìfð­ý�
=ñ{é'ý

��è3
�ìfý­èNþ¥ý
n log(n)

ê�þ���è��

��à�� p,l­vwybl­l­p,ãNa

� ê�þ½ï�é � ï�ìqþºý�ï6ê�ç�ð|ñ�ê�þ � èwê�ì�ç�è��
é'çy�qê�î�é�ê�ì%ð­ç�é � å%ìfç�þ�ê�î�� ï ê�þ ���  �ìfçy��ï  wî|è{ý�ê�î|èBíÉð­ý|ñ�ê�þ¥ìfý
ê�ì ��èÎì%ë�ê�þ���þ(V�è	
Fþ¥ïNìfí�ê�î­èÎíÉìfçy�

y = Σi=n
i=1 αixi

 wî­è{ç�è�ê�î­è
αi

é'ç�è§ý­ì%ý�5*ý|è{å%é'ê�þ � è�ç�è4é �
ý�ð�����è{ç�ï	� � ì, �è � è{ç9��þ¥ý�ê�è{ç � é � ñ{ìfý|ï�þ½ï6ê�è{ý|ñ � ì'í

IS
ñ{é'ý·ý­ì � ì%ý­åfè�ç ��èRè4ï6ê�é�� � þ½ï î­è9
Sþºý

ë�ì ��� ý|ì���þ¥é � ê�þ��Îè�ï�þ¥ý|ñ�èqþ¥ýhê�î­þ½ïwñ{é%ï èjê�î|è�ï ð�� ñ�ì%ý|ï6ê�ç�éfþºý�êS��è4ñ�ì��Îè4ï � � 5 [ ì���ë � è�ê�è \
�N
��|	����4�É�4�Ñ��� ����Ø � ù¹ôAB'ù¹ô�û
ø�ö �4ú F(@jó�ôhö�� @ #�ø�÷¡ùÑø:E$FG@¡õqó��

X
õ �|ò ��ö��|ø�ö ∑

xi∈X aixi = vù½õ�ø�ô ��
 �
�)ó'üBú F(@{ö @Bú�÷�ó E F(@�ü @ #,@�ôAù ��ö
�K@;Bfó'ü�ø'ù¹ô?ó��qö
�K@ #�ø�÷¡ùÑø E F(@�õ�ó
�
X
ø�÷ @Îù¹ô|ö3@�÷ #�ø,F

ó��Nù¹ô�ö @�û @�÷�õ��
�N
������ �
� î­þ½ï�ë|ç�ì�� � è	� þ¥ï�ì�� � þ¥ìfð|ï ��� þ¥ý � � S è4éfï � ë�ì ��� ý­ì��Îþ½é � ñ�è�ç ê�þ&
�ñ{é�ê�è*T*� 	 èAê�ç�é'ý|ï íÉìfçy�
��� W ����� 5 ��� W ê�ìRê�î­þ½ï�ë­ç�ì�� � è�� � ��� W ����� 5 ��� WQþ½ï \��������������
� \ 
|ý|þ�ê�è�ï�è�ê

A
�2ï þGV{è

s(ai)
þºý����»íÉìfçBè4éfñ�î

ai ∈ A
��ë�ì�ï þºê�þ � è§þºý�ê�è�åfè�ç

k
� �"!#�$�%�'&)(���\�þ½ï/ê�î­è�ç�è§é�ï ð���ï è{ê

A′
ì'í

A
ï ð�ñ�î�ê�î|é�êwê�î­èqï ð�� ì'í�ê�î|è�ï þGV{è4ïdì'í-ê�î­èqè � è���è�ý%ê�ïdþºý

A′
þ½ïdè$#­éfñ�ê ���

k *
� |8U;V4(�+�5>T�!eV�+*(��XT . n*0 T/V@o¡&3T�+w+�0�&q$�55T/V@n�0�!eV@o
(Ñ+*&61�!eV U¡1�+*!��w!��#T�+�!eU;V�1455U¡$�"#&	�w(�
 r U¡5w!eV�(�+>T/V@n6&;`�TnpU;V�(�+�55T�!eV{+

|x − y| ≥ 5
.�!#&6"ea�(«+
�8USnpU;V�(Ñ+*55T�!eV{+�(�.�(�+�&	�w(���U;V�&��-! +�0/+�0�&�npU;V�(Ñ+*55T�!eV{+

x − y ≥ 5
` T/V9a�U;V�&

�-! +*0B+�0�&:n#U;V4(�+�5>T�!eV�+
y − x ≥ 5 �
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�­ì%çbè4éfñ�î
ai ∈ A

 �è]
�è*
|ý|è�é � é'ç�þ¥é�� � è
xi

 wî­ì%ï�è 
­ì��
é'þ¥ýVþ½ïbê�î­è�þ¥ý%ê�è{ç � é � ì'í�þºý�ê�è�åfè�ç�ï
[0, 1]

� � î­è�ý
sumxi∈X(s(ai)xi) = k

è #�é%ñ¡ê ��� ï�ì ��� è4ï ����
������ 5 ��� W �
�

� î�ð|ï [ ìfç�ì ��� éfç � '=ñ{éfý­ý­ìfê]��è=è$#�ê�è{ý�
�è9
 íÉìfç�ê�î|èÃñ�éfï�è  wî­è{ç�èhê�î­èÃíÉð­ý�ñ¡ê�þ¥ìfýSê�ì ��è
ìfë­ê�þ��ÎþGV{è9
�þ½ïwìfí�ê�î­èNíÉìfçy�

y = Σi=n
i=1 αixi

� � è � è�ç ê�î­è � è�ï�ï	�� �èqñ{éfý ��ì�
�þºí � ê�î­è�ë­ç�è � þ¥ìfð|ï
é � åfì%ç�þºê�î�� þºýÃìfç/
�è�ç�ê�ì�ì���ê�é'þ¥ýÃé  �è�é��fè{ç 
 � ê�è�ç�þ¥ý­å�é � åfì%ç�þºê�î�� �
� ìjñ{éfë�ê�ð­ç�è2ê�î­è�è #­éfñ¡êHñ�ì%ý%ê�ç�þ��­ð�ê�þºì%ý�ì'í­è4éfñ�î

xi

þ¥ýqê�î­è�ï�ð��� wî­è�ýqê�î­è
αi

éfç�è=
­þ>8�è{ç�è{ý�ê
íÉç�ì�� ê�î­è � é � ð­è

1
�� �èqý­è{è9
�ì%ý ��� þºý�ê�ç�ì�
�ð|ñ{èbê�î­è�ñ�ì�è � ñ{þºè�ý�êBì'í

xi

þ¥ý � ÿ%ð�é�ê�þ¥ìfý�' \

xi =
1

αi



min(y)−
∑

xj∈X−{xi}

αj max
(xi←xi)

(xj)





S 7 T

� ý � è4ñ¡ê�þ¥ìfý '��� �è 
�è*
|ý|è	

Ineq

éfï�ê�î­èFï�ð��|ï�è�ê�ì'í �­þ¥ý|é'ç � þ¥ý­è4ÿ%ð�é � þ�ê�þºè4ï
ê�î�é�ê�þ¥ý � ì ��� è
ìfý ��� � éfç�þ½é�� � è�ïNì�ñ�ñ�ð­ç�ç�þ¥ý­åÃþ¥ýFê�î­è�ì���I6è�ñ�ê�þ � èÎíÉð­ý|ñ�ê�þ¥ìfý

f(x)
� � ì, �è � è�ç	�

Ineq

ñ�ì%ð � 
 ��è
è$#�ê�è{ý�
�è9
qê�ì/ê�î­èwï ð���ï è{ê�ìfí��­þ¥ý|é'ç � þºý|è�ÿ�ð|é � þºê�þ¥è�ï�ê�î|é'ê)þºý � ì ��� è�è�þ�ê�î­è{ç � é'ç�þ¥é�� � è�ï�ì�ñ�ñ�ð­ç�ç�þºý­å
þ¥ý

f(x)
ìfç � éfç�þ½é�� � è�ï)ñ{ìfý­ý|è�ñ¡ê�è	
§ê�ì � é'ç�þ½é�� � è�ïHì�ñ{ñ{ð­ç�ç�þ¥ý­åjþºý

f(x)
���­ì%ç2þºý�ï6ê�é'ý|ñ{è��fé%ï�ï�ð���è

ê�î�é�ê
x1
é'ý�


x2
ì�ñ{ñ�ð|ç�þ¥ý�ê�î­è�ì���I6è�ñ�ê�þ � è�é'ý�
 � è{ê

{x1 ≤ y1+c; y1 ≤ y2+c′; z1 ≤ z2+c′′}��è�ê�î­èhï�è�êÎì'í.�|þºý|éfç � þ¥ý­è�ÿ�ð|é � þºê�þ¥è�ï	� � î­è{ý��2ê�î­þ½ïÎè$#�ê�è�ý�
�è	
 ï è{êÎìfí/þºý|è�ÿ�ð|é � þºê�þ¥è�ïX �ì%ð � 

ñ�ì%ý�ê�é'þ¥ý

{x1 ≤ y1 + c; y1 ≤ y2 + c′}
�

� è{ê
Sx

��è
ê�î­è�ï�è�ê�ìfí � éfç�þ½é�� � è4ïNì�ñ�ñ�ð­ç�ç�þºý­å=þ¥ý
f(x)

� � ìVñ{éfë�ê�ð­ç�è�ê�î|þ¥ï�è$#�ê�è�ý|ï�þºì%ý��� �è
ý­è�è	
Ãìfý ��� ê�ì�ç�è�ë � é%ñ�è

X
� �

Sx

þ¥ý ∑

xj∈X−{xi}

ì'í � ÿ�ð|é'ê�þ¥ìfý|ïX'§éfý�
.��� [ ìfý|ï�þ�
­è{ç�þºý­å
ê�î|þ¥ïdè #�ê�è{ý�
­è	
Ãï è{êBì'í�þºý­è4ÿ�ð|é � þ�ê�þºè4ïS�
é � è{ý�ê�éfþ � é ��è�ê�ê�è�çBë­ç�ð­ý­þ¥ý­å�ì'í-ê�î­è3
�ì���éfþºý�ï��

� à ehãNa/vwk�y/l­p,ãNa

� î­þ½ï�ë|éfë�è�ç§î|é%ï�þ¥ý%ê�ç�ì�
�ð�ñ�è	
:éRý­è  ¾å � ì���é � ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê! wî­þ¥ñ�î î|é'ý�
 � è4ï�éfï�éRï þ¥ý­å � è
ñ�ì%ý|ï ê�ç�é'þ¥ý%ê2éqï�ð�� ñ{ìfý|ï ê�ç�é'þ¥ý�ê2é'ý�
�éqï � ï ê�è	�Ììfíl�­þ¥ý|éfç � � þ¥ý­è�éfç)þºý|è�ÿ�ð|é � þºê�þ¥è�ï	�Hä/ý�è � ñ�þ¥è{ý�ê
é � åfì%ç�þºê�î�� î|é%ï ��è�è{ý ë|ç�ì%ë�ì�ï è9
·ê�ì·éfñ�î­þ¥è � èFéfý þºý�ê�è{ç � é � .�ñ�ì%ý|ï þ½ï ê�è{ý�ê 
 � ê�è{ç�þºý|å ì'í§ê�î­þ½ï
ý­è- Ìå � ì���é � ñ�ì%ý|ï6ê�ç�éfþºý�ê9� � î|è�ñ�ì%ï êqì'í�ê�î­þ½ï�é � åfì%ç�þºê�î��æþ¥ïqý|ì'êqî­þ¥åfî­è�çNê�î|éfýVê�î­è�ñ�ì�ï6êqì'í
é 
 � ê�è{ç�þºý­åÃé � åfì%ç�þºê�î��  wî­þ½ñ�îVî�é'ý�
 � è�ïjì%ý ��� ê�î­è�þºý­è4ÿ�ð|é � þ�ê�þºè4ï��qä 
�þ¥ç�è4ñ¡êqé'ë­ë � þ½ñ{é�ê�þºì%ýRì'í
ê�î|þ¥ï�ñ�ì%ý|ï6ê�ç�éfþºý�ê�ñ{ìfý|ñ{è{ç�ý|ï�ì%ë�ê�þ���þ(V4é�ê�þºì%ý�ë­ç�ì�� � è��
ï� wî|è{ç�è�þºê�þ¥ý�ê�ç�ì 
­ð|ñ�è4ï-éX��þ¥ý�
�ìfí:0p��éfñ/�:2
ë­ç�ìfë|éfå%é'ê�þ¥ìfý�ë­ç�ì�ñ�è4ï�ï	�
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