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«Good ideas aren’t good unless they can be implemen-
ted. That's one of the lessons of Al today:
There are lots of good ideas. But the only way to tell
what is worth pursuing is to code it up and see what
happens. Al is awash in great ideas. What it needs is
more substance.»

Matthew L. GINSBERG
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Avant Propos

Les travaux que nous présentons constituent 1'un des thémes de recherche du
GDR-Chimie T.I.C.C.O. (Traitement Informatique de la Connaissance en Chimie
Organique). IIs ont été réalisés en collaboration avec la société SANOFI-CHIMIE,
et s'intégrent dans un projet qui a pour objectif de montrer les performances de
techniques de 1'Intelligence Artificielle comme |'apprentissage par similitude dans un
domaine d’application tel que la chimie organique et plus particuliérement la synthése
des molécules organiques.

Le théme principal de cette thése était, & 1’origine, la création d’un systéme capable
de déterminer et d’expliquer le caractere stratégique de certaines liaisons en synthése
organique. L'explication devait obligatoirement étre compréhensible par un expert
de la chimie organique. Le langage employé par ce dernier pour décrire des objets
de son domaine repose sur les formules moléculaires qui , trés souvent, peuvent étre
représentées par des graphes. Aussi était-il indispensable que le systéme manipule les
données sous une forme symbolique et plus particulierement qu’il utilise des graphes
étiquetés. L'une des opérations de base d’un tel systéme est la comparaison de deux
éléments e; et e; pour savoir si I’un est plus général que 'autre. Cette opération se
traduit en théorie des graphes par la recherche d’un isomorphisme entre e; et un
sous-graphe partiel de e;. Non seulement il est indispensable de pouvoir répondre
4 cette question, mais il faut aussi que cette réponse soit la plus rapide possible.
En effet, c'est cette opération qui prend globalement le plus de temps car elle est
appelée plusieurs millions de fois par le systéme. Face & un tel nombre, la résolution
du probleme de 1'isomorphisme de sous-graphes partiels (Iso-ssgrpartiel en abrégé) est
devenu I'un des problémes majeurs & résoudre. C'est pourquot j’ai consacré une partie
importante de mon temps a ce probleme. Cela explique que la moitié de ma thése lui



soit, en partie, dédiée. Cette premiére partie concerne aussi les réseaux de contraintes
car de nombreux algorithmes de ce domaine permettent de résoudre efficacement
Iso-ssgrpartiel.

Dans la seconde partie de ce document je propose un nouveau systéme d’ap-
prentissage conceptuel pour des données symboliques. Je présente aussi comment j’al
modélisé le probléme d’origine. Ces deux taches furent assez longues et difficiles. En
effet, il est délicat lorsque 1’on traite un probléme réel pour lequel il n'existe pas de
modélisation naturelle et quand on développe parallélement un systéme d’appren-
tissage basé sur la modélisation du probléme, de bien gérer les interactions entre la
modélisation et la conception du systéme.

Par ailleurs, je dois mentionner un grand absent de cette thése: le systéme
RESYN. Ce systéme a recu en 1993 un premier prix de I'innovation et de la recherche
délivré par 'A.D.E.R. L.R. (Association pour le Développement de I’Enseignement
et de la Recherche du Languedoc-Roussillon). J’ai eu le plaisir de participer & son
développement, tant pour la modélisation que pour la programmation. Notamment
j’ai implémenté son mécanisme de classification et bien sir 1’algorithme d’apparie-
ment de graphes. RESYN est détaillé dans la thése de P. Vismara [Vismara, 1995].
Cependant, pour ne pas décevoir le lecteur particuliérement intéressé, j’ai placé en An-
nexe un article en cours de soumission qui détaille le fonctionnement de ce systéme.
Mon travail a donné lieu a d’autres publications {Régin, 1994; Régin et al., 1994;
Bessiére and Régin, 1994a; Bessitre and Régin, 1994b; Bessiere and Régin, 1995;
Bessiére et al., 1995] qui ne sont pas données car elles sont intégrées dans le corps du
texte.

Pour terminer cet avant-propos, je tiens a préciser quelques conventions d’écri-
ture que j’ai choisies. J’ai employé, sauf dans les introductions et les conclusions des
deux parties, uniquement la premiére personne du pluriel afin de traduire un travail
d’équipe, mais aussi pour respecter une certaine homogénéité. En ce qui concerne
les algorithmes, le style employé est proche de ALGOL et n'est lié & aucun langage
particulier. Les parameétres en entrée sont précédés d’un «i» et ceux en entrée/sortie
d’un «i/o». Les commentaires sont encadrés par /* et */ comme en C.



Premiere partie

Isomorphisme de sous-graphes






Chapitre 1
Introduction

Pour présenter cette partie, j’ai décidé d’en raconter I'histoire afin de faire mieux
comprendre au lecteur pourquoi je ne me suis pas limite uniquement a 'étude du
probléme de l'isomorphisme de sous-graphes partiels (Iso-ssgrpartiel en abrégé) pour
les graphes moléculaires.

Dans un premier temps, je me suis, bien entendu, intéressé aux graphes molécu-
laires. Ces graphes sont assez particuliers puisqu'ils sont le plus souvent planaires et
puisque leurs sommets possédent des degrés trés faibles (la valence! du carbone vaut
4). Devant de tels graphes, la premiére question que Ion doit se poser concerne la
complexité théorique de lso-ssgrpartiel. Je montre dans le deuxitme chapitre que la
frontiére entre instances polyndmiales et instances NP-Complétes est maintenant as-
sez bien définie, mais que, malheureusement, le probléme est trés souvent NP-Complet
pour les graphes moléculaires. Sans rentrer dans le détail, c’est presque toujours vrai
deés 'instant ol 1'un des deux graphes posséde un cycle. Autant dire qu’en chimie
organique le probléme n’est pas facile (au sens polyndmial) & résoudre.

Il n’empéche que je restais persuadé, a ce stade, que bien que le probléme soit NP-
Complet dans le pire des cas, on devait avoir développé des algorithmes trés efficaces
en pratique pour les données de la chimie organique. En effet, les graphes considérés
ont une structure assez proche de celle des arbres et I'on connait des algorithmes po-
lynémiaux pour résoudre Iso-ssgrpartiel pour deux arbres. D’ailleurs, j’en présente un

1. La valence correspond, trés grossitrement, au nombre maximum de voisins que peut avoir un

sommet dans la formule moléculaire
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dans le troisiéme chapitre de cette thése. J'ai donc étudié les articles de la littérature
pour essayer de trouver un algorithme me satisfaisant. Bien que le probléme considéré
soit un probléme trés important de la théorie des graphes, il n’existe en fait que peu
d’algorithmes se proposant de le résoudre. Le premier que j’ai employé provenait de la
theése d'un chimiste ([Tonnelier, 1990)) et s’est trés vite avéré inutilisable. 11 fallait par-
fois attendre plus d’une demi-heure pour avoir la réponse pour des molécules courantes
ayant une quarantaine de sommets! Dans ces conditions il n’était pas question de I’uti-
liser dans mon systéme. Ceux que j’ai par la suite programmés ([Sussenguth, Jr., 1965;
Ullmann, 1976]) étaient bien meilleurs. En voulant les améliorer, j’ai compris que ces
algorithmes étaient d’une part équivalents et d’autre part qu’ils utilisaient, sans le
savoir, certaines techniques développées pour résoudre les problémes de satisfaction
de contraintes (CSP). Cela avait déja été mis en évidence par J.-J. McGregor [McGre-
gor, 1979). Je ne découvris ce papier, malheureusement, qu’aprés avoir fait ce constat.
Ces algorithmes ainsi que leur équivalence sont exposés dans le chapitre 3.

Comme il existe au LIRMM? une équipe étudiant les réseaux de contraintes, qui
sont la base des CSP, et puisque je trouve ce domaine passionnant, j'ai décidé d’y
consacrer une partie de mon temps. De plus, en améliorant les techniques dévelop-
pées pour résoudre les CSP, j'étais assuré de pouvoir résoudre mon probléme plus
rapidement. Je présente dans le chapitre 4 un bref état de 'art sur les réseaux de
contraintes.

Trés souvent, le systéme d’apprentissage demande s'il existe une solution & Iso-
ssgrpartiel pour deux graphes alors qu'il n’en existe pas. Je pouvais donc améliorer les
performances en temps du systéme en détectant plus rapidement l’inconsistance du
réseau de contraintes obtenu en modélisant Iso-ssgrpartiel. Dans ce cas la démarche
légitime est de s’intéresser aux procédures de filtrage dont le réle est de supprimer des
valeurs du domaine des variables qui ne peuvent apparaitre dans aucune solution. La
plus connue et la plus utilisée de ces méthodes est la consistance d’arc. Je me suis donc
plus particuliérement intéressé & celle-ci. Alors que j’essayais de particulariser 1'algo-
rithme optimal AC-4 [Mohr and Henderson, 1986] pour mon probléeme, C. Bessiére
et M-O. Cordier ont découvert un algorithme beaucoup plus performant en pratique:
AC-6 [Bessiere and Cordier, 1993; Bessitre, 1994]. Convaincu de l'intérét d’AC-6 par

2. Laboratoire d’Informatique de Robotique et de Micro-électronique de Montpellier.
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rapport aux algorithmes précédents j'ai collaboré avec C. Bessidre3. De cette colla-
boration, nous avons obtenu plusieurs résultats que je présente dans le chapitre 5.
Nous avons notamment réussi & prendre en compte la bidirectionnalité des contraintes
dans AC-6 sans modifier sa remarquable complexité en espace; c’est ainsi qu’est né
'algorithme AC-7. Ce résultat n’était pas évident puisque E. Freuder dans un ar-
ticle, présenté au méme Workshop que celui oli a été exposé AC-7, pensait que c'était
impossible [Freuder, 1994; Freuder, 1995). Plusieurs versions furent nécessaires pour
simplifier notre algorithme [Bessi¢re and Régin, 1994a; Bessi¢ére and Régin, 1994b;
Bessiére and Régin, 1995]. Je ne présente dans cette thése que la derniére version.

Parallélement & nos travaux, E. Freuder proposait de prendre en compte d’autres
connaissances sur les contraintes, comme la commutativité et la réflexivité des con-
traintes, afin d’améliorer les algorithmes de fermeture par consistance d’arc. Les tra-
vaux que nous avions entrepris indépendemment étant trés proches nous avons décidé
de collaborer. Encore une fois cette collaboration fut fructueuse puisqu’elle a abouti
4 une publication & 'IJCAI (Bessiére et al., 1995]. Dans ce papier, dont les idées
sont détaillées dans le chapitre 5, nous proposons un algorithme géneral achevant la
consistance d’arc en tenant compte de propriétés des contraintes: AC-Inférence. L’un
des inconvénients d’AC-Inférence est qu’il perd la faible complexité en espace d’AC-7.
Pour remédier en partie & ce probleme, nous avons introduit la notion de contraintes
identiques. AC-7 et AC-Inférence remettent en cause le schéma habituel des algo-
rithmes précédents, A savoir deux phases distinctes: une d’initialisation et une de
propagation. En effet nous montrons, de maniére expérimentale, qu'il est préférable
d’étudier immédiatement les conséquences de la disparition d'une valeur quand on
s’en apercoit pendant la phase d'initialisation. Pour finir le chapitre 5, je présente
une heuristique permettant de détecter les inconsistances plus rapidement.

L'idée communément admise pour résoudre les CSP est qu’il faut utiliser un fil-
trage puis un algorithme de type Forward-Checking, c’est-a-dire un backtrack avec un
filtrage trés réduit pour chaque niveau. Or je disposais d’algorithmes de consistance
d’arc performants, j'ai donc décidé d’aller & I’encontre de cette idée et d’employer
systématiquement la consistance d’arc pendant la procédure de recherche. Peu de
temps aprés, D. Sabin et E. Freuder publiait deux articles [Sabin and Freuder, 1994a;

3. Son bureau étant situé 4 10 metres du mien, cette collaboration n'en fut que plus facile.
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Sabin and Freuder, 1994b] renforcant ma démarche puisqu'lls montraient que MAC-
4 (pour maintien de la consistance d’arc avec AC-4) est souvent meilleur que le
Forward-Checking. Pour obtenir de bien meilleures performances, il fallait que j'ar-
rive & utiliser, pendant la recherche, AC-6, AC-7 ou AC-Inférence plutdt qu’AC-4. Ces
algorithmes sont plus difficiles & intégrer dans une procédure de recherche qu’AC-4 si
’on veut profiter pleinement de leurs performances. Je pense avoir réussi a atteindre
ce but comme le montre le chapitre 6 dans lequel je détaille les algorithmes MAC-6,
MAC-7 et MAC-Inférence.

Par ailleurs, une des contraintes qui pose le plus de problémes pour des cas réels
est la contrainte de différence. Elle exprime que les valeurs affectées 4 un ensemble
de variables doivent etre deux i deux différentes. Le célebre probléme des pigeons
est un exemple d’une telle contrainte. On retrouve ce type de contraintes dans Iso-
ssgrpartiel, puisque dans toute solution un sommet du <grand» graphe ne peut pas
étre apparié avec deux sommets du «petit» graphe. J’avais remarqué lors de |'étude de
Iso-ssgrpartiel pour deux arbres qu'il existait un lien étroit entre la notion d’injection
et la notion de couplage en théorie des graphes. L’étude de cette derniére notion
m’a permis de trouver un algorithme de complexité polynomiales faible achevant la
consistance d’arc généralisée pour les contraintes de différence. J'ai eu I'honneur de
présenter ces travaux au congrés AAAI en 1994. Dans le chapitre 7, je les détaille
et les étend en proposant un algorithme qui s’avére trés efficace pour résoudre iso-
ssgrpartiel.

Pour finir cette partie je présente dans le chapitre 8 deux approches pour résoudre
Iso-ssgrpartiel pour des graphes étiquetés.

Enfin, une annexe me semble particuliérement intéressante. Elle concerne les
ordres d’instanciation pendant la recherche de solution dans un CSP. Ce domaine
est trés difficile & appréhender. Néanmoins, je propose un nouvel ordre d’instancia-
tion; je donne un nouvel algorithme de calcul de la largeur minimum d’un graphe et
j'essaie de remettre en cause l’ordre le plus communément admis: le domaine mini-
mum. L’ordre présenté est dérivé de considérations générales et personnelles sur la
difficulté des CSP. Comme je n'ai pas trop voulu rentrer dans le détail et puisque je
me base essentiellement sur des expérimentations, J'a1 préféré mettre cet expose en
annexe.

Finalement et pour terminer cette introduction sur une satisfaction personnelle, je
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dira1 que le résultat que j’obtiens pour un benchmark classique de CSP (I'instance 11
des problémes d’affectation de fréquences a des noeuds de communication), 4 savoir
trouver une solution sans aucun backtrack?, me fais trés plaisir car j’ai gagné le
«concours* entrepris avec T. Schiex de I'INRA de Toulouse.

4. C’est le meilleur résultat obtenu pour ce probleme
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Chapitre 1. Introduction
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Chapitre 2
Présentation du probleme

L'isomorphisme de sous-graphes est un probléme fondamental en informatique.
C'est le premier probléme présenté dans le livre sur la complexité algorithmique de
Garey et Johnson [Garey and Johuson, 1979]. On le rencontre dans de nombreux do-
maines comme la reconnaissance des formes [Freuder, 1976; Cheng and Huang, 1981;
Wong, 1992; Vosselman, 1992}, la chimie organique [Sussenguth, Jr., 1965; Figueras,
1972; Barrow and Burstall, 1976; O’Korn, 1977; Tarjan, 1977, Wipke and Rogers,
1984a; Wipke and Rogers, 1984b; von Scholley, 1984; Willet, 1985; Willet et al., 1986;
Willet, 1987; Nicholson et al., 1987; Downs et al., 1988; Barnard, 1988; Armstrong
and Hibbert, 1989; Dengler and Ugi, 1991; Barnard, 1991; Barnard, 1993], 1a classi-
fication [Baader et al., 1992; Levinson, 1984; Levinson, 1992; Vismara et al., 1992;
Wilcox and Levinson, 1986]. Avec l'apparition de bases de données de graphes, on
peut sans risque penser qu'il continuera 4 étre étudié longtemps.

Depuis quelques années, on essaie de plus en plus d'utiliser une représentation
symbolique des données. Ce type de représentation s’appuie sur la théorie des graphes.
Trés souvent les relations d’ordres ou de préordres que I’'on a besoin de définir entre
les objets tirent parti de la représentation symbolique des ces objets. En général, ces
relations s’apparentent au probléme de 'isomorphisme de sous-graphes. Résoudre ce
probleme devient donc une nécessité si I’on veut pouvoir manipuler et organiser des
données sous une forme symbolique.

Les graphes que nous considérerons pourront avoir des sommets et des arétes
étiquetés. Cependant, afin de simplifier Pexposé, nous nous intéresserons dans cette
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partie uniquement aux graphes non étiquetés. Car ’étiquetage de sommets ou d’arétes
ne modifie pas en théorie la complexité de notre probléme. Nous introduirons au
chapitre 8 I'étiquetage des sommets et des arétes.

Comme le probléme de l'isomorphisme a fait I'objet de nombreux travaux dans
des disciplines trés différentes il n’y a pas d'unification des termes. C’est pourquoi
nous commencerons par donner une définition formelle de ce probléme en distinguant
particuliérement les notions de graphe partiel, sous-graphe et sous-graphe partiel.
Nous montrerons ensuite que ce probléme est NP-Complet dans le cas général et nous
présenterons quelques cas connus pour lesquels il existe des algorithmes permettant
de le résoudre en temps polyndmial.

2.1 Graphes et sous-graphes

Tous les graphes considérés seront, sauf mention particulitre, des graphes simples
non orientés. Cela ne constitue pas une restriction car la plupart des notions présentées
peuvent étre facilement utilisées pour des graphes orientés.

Les définitions qui suivent sont extraites des livres de [Berge, 1970], {Harary, 1969)
et [Gondran and Minoux, 1985].

Définition 1 Un graphe G = (X, E) est déterminé por la donnée de:

. un ensemble X dont les éléments sont appelés sommets.

« un ensemble E dont les éléments sont des paires de sommets appelées arétes.
Un graphe simple est sans boucle (aréte dont les eztrémités coincident) et ne posséde
jamais plus d’une aréte entre deuz sommels quelcongues.
Deuz sommets sont voisins ou adjacents s’ils appartiennent d la méme aréte. Les
deuz sommets d’une aréte sont appelés extrémités de Uaréte. L'ensemble des voisins
d’un sommet © est noté T'(z). Le degré d'un sommet z, noté deg(z), est le nombre

de ses voisins.

Un graphe simple non orienté est parfaitement déterminé par la donnée de ’en-
semble X de ses sommets et par 'application I', qui & tout élément de X fait cor-
respondre I'ensemble de ses voisins. On pourra noter un graphe simple non orienté
aussi bien G = (X,T) que G = (X, F). Dans la suite, et par abus de langage, nous
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emploierons le terme graphe pour graphe simple.

Définition 2

« Une chaine est une séquence (uy, ..., uy) d’arétes de G telles que chaque aréte
de lo séquence ait une eztrémité en commun avec l'aréte qui la précéde et l'autre
extrémité en commun avec 'aréte suivante. On peut également décrire une chaine par
une séquence de sommets (Z1,, T1y, .-, Tqy» Tqy) OTdOTIREE suivant la séquence d’arétes!
définissant la chaine. Une chaine est simple si elle ne contient pas deuz fois la méme
aréte. Une chaine qui n'utilise pas deuz fois le méme sommet est dile élémentaire.

« Un cycle est une chaine ne contenant pas deuz fois la méme aréte dans la
séquence et telle que les deuz sommets auz eztrémités de la chaine coincident?.

« Un graphe G est connexe si pour toule paire de sommets 2,y il eziste au moins
une chaine dans G qui relie T et y. L’ezistence d’une chaine entre deus sommets quel-
conques d’un graphe définit une relation d’équivelence sur les sommets de ce graphe.
Les classes d’équivalence de cette relation constituent les composantes connexes
du graphe.

« Un graphe conneze sans cycle est appelé un arbre. Un graphe non conneze

sans cycle est appelé forét.

Les notions de graphe partiel, sous-graphe et sous-graphe partiel ne sont pas
toujours bien distinguées dans la littérature. Le terme anglais subgraph désigne selon
les auteurs un sous-graphe ou bien un sous-graphe partiel. Afin qu'il n’y ait pas de
confusion, nous rappelons les définitions de ces termes.

Définition 3 Sotent G = (X, E) un graphe, Y un sous-ensemble de X et F un
sous-ensemble de E.

. Le sous-graphe® engendré parY est le graphe Gy dont les sommets sont les
éléments de Y et dont les arétes sont celles de G qui ont leurs deur extrémités dans
Y.

« Le graphe partielt engendré par F est le graphe ayant le méme ensemble de

1. z;, et z;, représentent les deux extrémités d'une aréte.

2. Cette définition s’entend 2 une permutation prés. En effet, si (e,b,c,d,a) est un cycle
(b,c,d,a,b) décrit le méme cycle.

3. subgraph induced by a given subset of vertices en anglais.

4. subgraph spanned by a given subset of edges en anglais.
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sommets X que G, et dont les arétes sont celles de F' (on élimine de G les arétes de
E -F)
o Le sous-graphe partiel® engendré par Y et F est le graphe partiel de Gy

engendré par F'.

Tl est indispensable de bien faire la distinction entre ces trois notions. La figure
2.1 illustre ces différences.

OO0 OIS

graphe particl sous-graphe sous-graphe partiel
{x,y] est suppnmée X est supprimé X et {u,v) sont supprimés

FI1G. 2.1 - Graphe partiel, sous-graphe et sous-graphe partiel d’un graphe

Intuitivement, & partir d’un graphe G = (X, E), on peut les voir de la maniére

suivante:

« un sous-graphe de G s’obtient en supprimant des sommets de G. Lorsque I'on
enléve un sommet z on retire aussi toutes les arétes dont I'une des extrémités est x.

« un graphe partiel de G s’obtient en supprimant des arétes de G. On ne supprime
aucun sommet.

. un sous-graphe partiel de G s’obtient en supprimant des sommets et des arétes
de G. On peut retirer du graphe ce que [l'on veut.

Tout sous-graphe est un sous-graphe partiel particulier, et tout graphe partiel est
un sous-graphe partiel particulier. La notion de sous-graphe partiel est donc plus
générale que les deux autres. Ce qui distingue fondamentalement ces concepts c’est la
modification du rapport d’adjacence entre les sommets (existence ou non d’une aréte
entre les sommets). Cela s’exprime par la propriété suivante:

Propriété 1 Soient G = (X, E) un graphe, G,y = (Y, Ey) le sous graphe de G
engendré par Y et G, = (X, F) le graphe partiel de G engendré par un sous-ensemble

5. subgraph ou partial subgraph en anglais.
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F non trivial® de E. Quels que sotent x et y de Y, les deux propriétés suivantes sont
vérifiées:

1 (x,y) € E & (z,y) € Ey

2 (z,y)eF=(z,y)€E
Dans le premier cas, on dit que le rapport d’adjacence est fortement préservé. Alors
que dans le second cas il est dit faiblement préservé.

Définition 4 Soient H = (Xg, Ey) et G = (X¢, Eg) deuz graphes:
« On appelle fonction qui préserve fortement Uadjacence de H dans G,
une fonction f : Xy — Xe telle que: Va,b € Xy : (a,b) € Eg & (f(a), f(b)) € Eq.
« On appelle fonction qui préserve faiblement l’adjacence, ou homo-
morphisme, ou morphisme, de H dans G, une fonction f : Xg — X¢ itelle que:
Va,be Xg: (a.,b) € Ey = (f(a),f(b)) € Eg.

Un morphisme bijectif est appelé isomorphisme. Il est important de remarquer
que pour un homomorphisme on ne peut rien déduire de la présence d'une aréte dans
Eg pour la présence d’une aréte dans Eg. Par contre dans le cas de l'isomorphisme,
I’application est une bijection donc sa réciproque 1’est aussi et par conséquent 1’adja-
cence est fortement préservée. La définition de I'isomorphisme se déduit de celle du

morphisme:

Définition 5 Deux graphes H = (Xg, Ey) et G = (Xg, Eg) sont isomorphes s
et seulement s'il existe une bijection f : Xg — X telle que.
Va,b € Xy : (a,b) € Eg & (f(a), f(b)) € Eg.

On peut maintenant chercher s'il existe entre deux graphes donnés une relation de
sous-graphe, graphe partiel ou sous-graphe partiel. La recherche d’une de ces relations
peut étre vue selon deux points de vue différents. Soit on recherche une relation directe
entre G et H. Soit on recherche une relation entre I'un des graphes et un graphe
que contient ’autre. La maniére de poser ce probléme variant suivant le domaine
d’application notre présentation se fera selon ces deux points de vue.

6. Un sous-ensemble F' d'un ensemble E est non trivial s’il est différent de 'ensemble vide et de

E.
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2.1.1 Isomorphisme de sous-graphes partiels

Si 'on recherche une relation directe entre H et G, le probléme est celui de la
recherche d’un morphisme injectif de H dans G .

iso-ssgrpartiel(H, G) :

Données: G = (Xg, Eg) et H = (Xy, Ey) deux graphes.
Question : existe-t-il un morphisme injectif de H dans G?

L’autre possibilité consiste & rechercher une relation entre H et un sous-graphe
de G. Le probléme se raméne & celui de I'isomorphisme de sous-graphes partiels:

Iso-ssgrpartiel(H, G) :

Données: G = (Xg, Eg) et H = (Xy, Ex) deux graphes.

Question : G contient-il un sous-graphe partiel isomorphe a H, c’est-2-dire
un sous-ensemble X% de sommets et un sous-ensemble Eg; d’aretes tels
que |X%| = | Xul,|E5| = |Exl et il existe une bijection f : Xy — Xg
satisfaisant {u,v} € Eg ¢ {f(u), f(v)} € EG?

Dans la suite nous travaillerons avec le premier point de vue.

2.1.2 Isomorphisme de sous-graphes

Dans ce cas nous auront le probléme de la recherche d’une injection qui préserve
fortement ’adjacence de H dans G et celui de I'isomorphisme de sous-graphes.

Iso-ssgr(H,G):
Données: G = (X¢, Eg) et H = (Xu, Ey) deux graphes.

Question : existe-t-il une injection qui préserve fortement 1'adjacence de H
dans G?

Iso-ssgr(H, G) :

Données: G = (Xg, Eg) et H = (Xu, Ey) deux graphes.
Question: G contient-il un sous-graphe isomorphe & H, c’est-a-dire un
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sous-ensemble X/ de sommets tel que [X§| = |Xu| et |Eg) = |Enl, ot
% est ’ensemble des arétes de E¢ ayant leurs deux extrémités dans Xz,
et tel qu'il existe une bijection f : Xy — X} satisfaisant {u,v} € Ey &

{f(u), f(v)} € EG?

Les problémes que nous avons considérés sont des problémes de décision. La ré-
ponse & ces problémes appartient & {OULLNON} ou {VRALFAUX]}. L’objectif de
ces problémes est la recherche de I’existence d'une fonction particuliére entre deux
graphes. Si par contre on désire connaitre cette fonction, on dira que I'on recherche
un plongement de H dans G:

Définition 6 Soient G et H deux graphes, si H est isomorphe 6 un sous- graphe
partiel G' de G, alors isomorphisme ¢(H) = G’ est appelé plongement” de H
dans G et 'image d’un sommet h de H par l'isomorphisme est appelé appariement
de h.

2.2 Complexité du probleme

Nous allons rappeler que le probléeme est NP-Complet dans le cas général. Ensuite
nous essayerons d’estimer la frontiére entre les classes d'instances polynomiales et
celles NP-Complétes. Nous présenterons, alors, un type de graphe trés particulier
pour lequel Iso-ssgrpartiel est NP-Complet tandis que Iso-ssgr est polynomial.

2.2.1 NP-Complétude du probléeme

D’apres [Garey and Johnson, 1979] p.105, le probléme de I'isomorphisme de sous-
graphe, partiel ou non, est classé dans le cas général comme étant NP-Complet. En
effet le probléme de I’isomorphisme de sous-graphes est équivalent au probléme de la
recherche d’une clique de taille £ dans un graphe. Nous allons détailler cette équiva-
lence car certains auteurs utilisent la recherche de clique pour résoudre le probléeme
de I'isomorphisme de sous-graphe.

7. Plongement est une traduction du terme anglais embedding.
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Avant tout nous rappelons quelques définitions (le lecteur trouvera un excellent
exposé sur les problemes NP-Complets dans le livre de [Garey and Johnson, 1979,
et notamment page 35 les définitions suvantes) :

Définition 7 Sotent P et Q deuz problémes de décision, @ se réduit polynomia-
lement en P sl existe une fonction g calculable en un temps polynomaal telle que
pour toute solution T de P, y = g(z) soit solution de Q.

On appelle g fonction de réduction.

Si Q se réduit polynomialement & P, alors si ’on sait résoudre P on sait aussi
résoudre Q. Cela signifie donc que P est au moins aussi difficile que Q.

Propriété 2 Si P est réductible & Q et si Q est réductible @ P alors les deur pro-
blémes sont dits équivalents.

Le probléme de la recherche d’une clique (cad un sous-graphe complet) de taille
k dans un graphe est le suivant*

Clique(G, k) :

Données . Soient G un graphe et £ un entier.
Question: G contient-il une clique de taille k7

Il apparait clairement que le probléme de la recherche d’une clique de taille k se
réduit polynomialement au probléme de l'isomorphisme de sous-graphe, partiel ou
non. Comme Clique est NP-Complet, Iso-ssgr 1’est aussi. Pour les raisons que nous
avons exposées précédemment, nous allons présenter une réduction de lIso-ssgr en
Clique, c est-a-dire exhiber une fonction calculable en temps polynormal qui permet
de passer d’une solution de Clique & une solution Iso-ssgr. Que ce soit pour le cas
partiel ou pour le cas non partiel, la démonstration s'appuie sur la construction d'un
graphe produit des deux graphes. La définition de ce graphe differe légérement selon
le probléme traité.

2.2.2 Cas non partiel

A partir d’une instance du probleme de I'isomorphisme de sous-graphes partiels,
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